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PRAKATA

Persamaan diferensial merupakan hal yang lazim dipelajari pada program studi keteknikan, tak luput
adalah di program studi Teknik Sipil. Buku ini membahas bagian fundamental dari materi tentang
Persamaan Diferensial. Materi yang dipelajari dalam buku ini meliputi Persamaan Diferensial ordo
satu, dua ataupun yang lebih tinggi, serta Persamaan Diferensial Linear maupun yang Non Linear.
Berbagai bentuk Persamaan Diferensial yang umum dijumpai berikut teknik untuk menyelesaikannya
akan dibahas dalam buku ini. Hanya saja pembahasan dalam buku ini hanya dibatasi untuk masalah
Persamaan Diferensial yang biasa, sedangkan persoalan Persamaan Diferensial Parsial akan ditinjau
dalam bahasan yang lain.

Dengan disusunnya buku berjudul Pengantar Persamaan Diferensial ini, diharapkan dapat membantu
mahasiswa, khususnya mahasiswa Program Studi Teknik Sipil di Universitas Pembangunan Jaya.
Diharapkan mahasiswa rajin untuk mencoba menyelesaikan setiap soal yang ada, dan rajin pula untuk
membaca berbagai buku referensi yang ada, mengingat permasalahan dalam Persamaan Diferensial
ini cukup luas.

Selain itu buku ini juga disusun sebagai bagian dari dedikasi penulis kepada institusinya, yaitu
Universitas Pembangunan Jaya, yang pada tahun 2021 ini tepat berusia 10 tahun. Sebagai bagian dari
rangkaian acara 1 dasawarsa Universitas Pembangunan Jaya, maka penulis mempersembahkan buku
ini sebagai bagian dari wujud implementasi kegiatan Tridharma seorang dosen.

Akhir kata semoga buku ini dapat dimanfaatkan dengan baik dan benar oleh pembacanya.

Tangerang Selatan, April 2021

Agustinus Agus Setiawan.
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BAB I

PENGANTAR PERSAMAAN DIFERENSIAL
DAN BERBAGAI APLIKASINYA

1.1. Pendahuluan

Persamaan Diferensial merupakan salah satu alat penting dan serba guna yang dimiliki oleh
para ilmuwan, baik ahli dalam bidang Fisika, Sipil, Biologi, Kimia, Ekonomi dan lain — lain. Dalam
menyelesaikan masalah — masalah yang dihadapi, para ilmuwan pada umumnya melaksanakan
serangkaian eksperimental. Dari serangkaian uji coba ini, mereka mencoba menyusun atau membuat
suatu model matematis, yang dapat dirumuskan dalam suatu persamaan diferensial. Banyak persoalan
yang dapat diselesaikan dengan bantuan persamaan diferensial ini.

Model matematis yang digunakan tadi tentunya harus sesuai dengan kejadian nyata yang
dihadapi dalam eksperimen. Bila ternyata terjadi banyak penyimpangan dari kejadian sebenarnya,
maka dapat dikatakan bahwa model matematis dan persamaan diferensial yang dihasilkan tersebut
adalah salah..

Bukan suatu barang yang mudah untuk menterjemahkan fenomena alam ke dalam suatu
formulasi matematis. Dan perlu diingat pula bahwa terkadang tidak lebih mudah pula untuk

menyelesaikan persamaan diferensial yang telah diperoleh.

1.2. Pengertian Dan Macam — Macam Persamaan Diferensial
Sebuah persamaan yang mengandung suatu turunan atau derivatif disebut dengan istilah
persamaan diferensial ( PD ). Ada dua tipe dasar persamaan diferensial :

a. Persamaan Diferensial Biasa ( PDB ) :

Adalah suatu persamaan yang menghubungkan satu variabel terikat dengan satu variabel

bebas saja. Contoh :

((jj—i/ =3yZsin(t +y) (1.2)
ﬂ+3d—y+2y—0 (1.2)
dx2 dx .

Variabel y disebut sebagai variabel terikat, sedangkan t dan x merupakan variabel bebasnya.

b. Persamaan Diferensial Parsial ( PDP) :

Adalah persamaan yang menghubungkan satu variabel terikat dengan dua atau lebih variabel
bebas. Contoh :



V. + > =0 (1.3)
2
KT _or (1.4)
ox? ot

Dalam contoh (1.3), u adalah sebagai variabel yang terikat dengan dua variabel bebas x dan
y. Sedangkan dalam contoh (1.4), T sebagai variabel terikat yang dihubungkan dengan
variabel bebas x dan t.

Di dalam buku ini hanya akan dibahas mengenai PD Biasa, dan untuk selanjutnya istilah PD dalam

buku ini adalah mengacu pada PD Biasa saja.

1.3. Ordo dan Derajat Persamaan Diferensial

Ordo PD adalah ordo dari derivatif tertinggi yang ada dalam persamaan tersebut. Bila suatu
PD dapat dituliskan dalam bentuk polinom berderajat n dari ordo yang tertinggi, maka dikatakan
bahwa PD tersebut mempunyai derajat n atau PD dengan degree n.

Contoh : tentukan ordo dan derajat dari masing — masing PD berikut ini.

%2“8 (1.5)
2

dy 4 d3y

=2 = 3| == 1.6

(dX] (dx3 (0)

(Y +(y ) +3y=x (1.7)

Yy +3(y”) +y =cosX (1.8)

Jawaban : PD (1.5) berordo 1 dengan derajat 1
PD (1.6) berordo 3 dengan derajat 2
PD (1.7) berordo 2 dengan derajat 2
PD (1.8) berordo 3 dengan derajat 1
Latihan:

Perhatikan PD berikut ini, tentukan ordo dengan derajatnya
@ _q..3

1. - 3y

2.y® +3()*+5y=0

4.py"+q () +ysina =cosp
5.3(y")*+2y" —e5 =3x



1.4. Solusi Persamaan Diferensial

Bila ditinjau sebuah persamaan kuadrat berikut ini :

X*—5x—6=0 (1.9)

Maka dengan amat mudah dapat kita katakan bahwa x = 6 dan x = -1 adalah merupakan suatu
solusi dari persamaan kuadrat tersebut. Demikian pula halnya dengan solusi suatu PD, bila ada PD

berikut :

2
9 yoo (1.10)

dx 2
Maka solusi dari PD (1.10) tersebut dapat diperoleh bila ada suatu fungsi y(x) yang memenuhi

persamaan (1.10) di atas. Dapat ditemukan bahwa salah satu solusi PD itu adalah y = cos x, karena

d? _ _ d2y
— (Cosx) = - cos x. Sehingga terpenuhi bahwa —=-
dx dx

+y =0. Dapat ditemukan pula solusi lain

dalam bentuk y = sin x.

Karena ditemukan dua buah solusi y: = cos x dan y> = sin X, maka solusi umum dari PD (1.10)
tersebut adalah : y = C1 cos x + Cz sin x. Dengan C: dan C. merupakan dua buah konstan bebas. Jadi
dapat dirumuskan di sini bahwa untuk suatu PD ordo n mempunyai solusi umum (primitif) yang
mengandung n buah konstanta bebas sembarang.

Bila diberikan suatu harga sembarang untuk C; dan C, misalkan C1=3 dan C; = 1, sehingga
solusi menjadi y = 3 cos X + sin x, maka solusi ini disebut dengan istilah solusi khusus.

Bagaimana halnya sekarang bila solusi umum suatu PD sudah diketahui dan kita ingin
mencari persamaan diferensialnya ? Jauh lebih mudah untuk mencari bentuk PD dari suatu solusi
yang sudah diketahui, daripada mencari solusi dari suatu PD. Sudah dijelaskan di atas bahwa untuk
setiap PD ordo n, selalu terkait dengan n buah konstan sembarang.

Solusi : G (Xx,y,Cy Co,...... Cn)=0

PD F(xVy,y,y . ... y"M) =0

Maka untuk menentukan bentuk PD dari solusi umum (primitif) tersebut, dapat dijalankan
langkah — langkah sebagai berikut :

a. primitif dibuat derivatif sebanyak n kali

b. jadi akan ada n + 1 persamaan (termasuk primitif yang sudah ada)

c. PD diperoleh lewat eliminasi dengan menggunakan konstan sembarang sebanyak n (Cy,

Ca, ...Chn)
Sebaliknya untuk menentukan solusi umum dari bentuk PD dilakukan dengan mengintegralkan dari
persamaan tersebut.
Contoh :
1. Diberikan primitif y = A.e* + B, tentukan bentuk PD nya.



Ada dua konstan sembarang yaitu A dan B, maka primitif kita diferensialkan dua kali :

dy .
d—izy:A.eX (i)
2

i(—Z=y"=A.eX (ii)

. .. ] dy d2y
Menyamakan (i) dan ( ii ) akan diperoleh —=—=- atau y’=y”’
dx dx?

2
2. Diberikan PD % = 4x , tentukan solusi umumnya (primitif)

PD berorde 2 maka dilakukan integral dari PD sebanyak 2 kali
-Integral yang pertama dari PD

-Integral kedua dari hasil Integral yang pertama
dy )
fﬂ = f(Zx + C) dx

-Maka didapat solusi umum dari PD
2
y(x) = §x3 +Cx+D

-Solusi khusus dari PD tergantung dengan nilai C dan D. Pada grafik di bawah ini diperlihatkan untuk
nilai C=2, D=4; C=3, D=2 dan C=1, D=1

—
@]
"
(
=
"
()

—
(@)
]
O
"

Latihan :
1. Tentukan bentuk PD dari masing — masing primitif berikut ini :



5.

1. y=Cysinx+ Cax
2. (x-c)+y?’=R?
3.
4

Xx=Asin(y+B)
Iny=Ax>+B
y=A+B.e¢

2. Tentukan solusi umum dari PD dibawah ini:

a
b.
C.
d.

e.

y'+4y=0
y'=2siny+1

y'=xe
y(4‘) = Zx
y' =x%Inx

1.5. Persamaan Diferensial Dan Beberapa Aplikasinya

a.

Bidang Fisika
Bila sebuah bola dilemparkan ke atas, maka berapa ketinggian maksimum yang dapat dicapai
oleh bola tersebut ? Untuk menyelesaikan persoalan ini, kita abaikan massa bola, serta

gesekan udara dan pengaruh angin.

O

X = tinggi bola pada saat t , bola mempunyai kecepatan awal v, dan

dianggap bergerak dari ketinggian nol

Gambar 1.1 Lintasan Sebuah Bola

Karena bola hanya dipengaruhi oleh percepatan gravitasi bumi, maka bola akan bergerak
diperlambat dengan percepatan :
dt?

Mengintegralkan persamaan (1.11) dari 0 sampai t, serta mengingat kondisi awal bahwa

-9 (1.11)

kecepatan awal = v ( x’(0) = 0 ), maka diperoleh :

dx dx
——-Vv=—(t atau —=v-qt 1.12
™ g ot g (1.12)

Integralkan kembali persamaan (1.12), serta mengingat syarat (Xy = 0), akan dihasilkan

persamaan gerak X.



t

dx ;
!Edt :!(v—gt)dt

X (1) :vt—%gt2 (1.13)

Untuk mencari ketinggian maksimum dari bola tersebut, maka persamaan (1.12) kita
samakan dengan nol ( dengan logika bahwa pada ketinggian maksimum kecepatan akan sama
dengan nol ). Maka diperoleh nilai t = v/g, yang bila disubstitusikan ke persamaan (1.13),
akan diketahui tinggi maksimum dari bola tersebut :

MO I vy v (1.14)
maks — g 29 g _29 .

. Bidang Kependudukan
Bila diketahui bahwa fungsi N adalah jumlah individu dalam sebuah populasi pada waktu t.
Dan diketahui pula bahwa laju pertambahan populasi dalam tiap waktu adalah berbanding
lurus dengan jumlah populasi pada waktu tersebut. Maka bila diterjemahkan dalam bahasa
Matematika :
N
dt

Dengan k adalah suatu konstanta sembarang, persamaan (1.15) dapat disusun sebagai berikut

dN
O _ gkt (1.16)

Nt
Mengintegralkan persamaan (1.16) dalam selang waktu 0 sampai t, serta bila diketahui pada
saat t =0 N = No.

o (M o
In N(t) — In No = k.t

N
n—2 =kt atau Ny = N (1.17)
No
Persamaan (1.17) menyatakan jumlah populasi untuk setiap waktu t, grafik fungsi N(t) terlihat

dalam gambar 1.2 di bawah ini.



C.

N

No

Gambar 1.2 Grafik fungsi jumlah penduduk dari suatu populasi.
Bidang Elektronika
Dalam bidang elektronika sering dijumpai suatu rangkaian listrik, seperti pada gambar 1.3,
yang terdiri dari sebuah sumber daya E, resistor (R), induktor (L) dan kapasitor (C). Bila
sumber daya mempunyai voltase sebesar Eo, maka arus ity akan mengalir melalui resistor yang
menimbulkan voltase sebesar i.R, dan melalui induktor yang menimbulkan voltase sebesar

t .
L.di/dt serta melalui kapasitor sebesar Iédt . Sehingga sesuai Hukum Kirchoff :
0

di . i
L—+Ri+|—=dt=E 1.18
o £ Sdt=Eo (L18)
Bila kita diferensiasikan satu kali ke t maka akan diperoleh :
d%i _di i
L—+R.—+—==0 1.19
dt? dt C (1.19)
t B
/ l
i v
R C L
| |

|
Gb. 1.3 Rangkaian R-L-C

Bidang Teknik Sipil
Sekarang kita tinjau sebuah struktur portal sederhana seperti pada gambar 1.4(a), struktur ini
memiliki massa m, kekakuan k dan redaman sebesar c, struktur menerima beban dinamis p(t).

Dan bila dimodelkan akan nampak seperti dalam gambar 1.4(b)



PO__

k
k AvAY m p(®)
D —>
e - OO
(a) (b)

Gb. 1.4 Struktur Portal Dengan Model Matematisnya

Maka persamaan gerak fungsi waktu dari sistem di atas, dirumuskan :

2
m.zt—; + C'(jj_)t( +kx=p(t) atau mxX+cx+kx=p(t) (1.20)

Masih banyak lagi aplikasi persamaan diferensial dalam berbagai bidang, yang menjadi
perhatian sekarang adalah bagaimana menyelesaikan atau menemukan solusi dari suatu persamaan

diferensial yang sudah diketahui tersebut.

Soal - soal:
Soal nomor 1 - 14, tunjukkanlah bahwa masing — masing persamaan yang diberikan berikut ini

merupakan solusi / primitif dari PD terkait :

2
L(x=Cy+y*=r*; yz[d—yj +y?=r?
dx
d

*y
2.y: C1.X2 +Cox+Cs ; —320
dx

3.y’-Cx=0; y:2yd—y
dx

4.y =Cy.cos kx + Ca.sinkx ; inZ+ k2y =0

5.y(t) =2 cosh 2t — 3 sinh 2t ; y’’(t) —4y(t) =0
6.(x-a) +(y-b)*=C*; (1+(y))’=(Cy")’
7.W(X) =X ; X2w”’(x)+x.w’(x) —w(x) =0
8.w(s)=e(1+Ins) ; ssw’(s)+(1-s)w(s)—w(s) =¢€°

9.u(s)=e®(5s—4) ;u”(s)+u(s) =25s.e*

102 +y? =22 5 y(x) = x.y'(X) + ay/1+ (¥'(x))?

11. 2 =cy’ + ¢ ; Yo (z(y) - y.2(y) = 2y)(Z(y))?



12. v(x) = exp(x?/2).cos x ; v’(x) —2.x.V(x) +x2.v(X) =0
13.r(0) =cos 6.cot 6 —sinO® ; r’’(0) +2.r’(B)cot6 + 3.r(6) =0
14. w(0) = A.sec 6 + B(sin 0 + 0sec 8) ; w’’(0) — (1 + 2tan0)w(0) =0

Soal nomor 15 - 25, bentuklah PD terkait dari masing — masing persamaan yang diberikan :



BAB I1

PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDO SATU DERAJAT SATU

2.1. Definisi
Suatu persamaan diferensial disebut berordo satu dan derajat satu, berarti bahwa

m
n
di dalam PD tersebut hanya terdapat bentuk (d—:] , dimana n dan m adalah sama dengan
dx

satu. Dalam bentuk umum, PD ordo satu derajat satu dapat dituliskan secara implisit
sebagai berikut :

F(x,y,y)) =0

dy, _
Atau F(Xx,Y, &) =0
Atau M (xy)+ N(xy)Z= (2.1)

dx
Dan untuk selanjutnya, setiap PD ordo satu derajat satu dapat dituliskan :
M(xy)dx+N(xy)dy =0 (2.2)
Contoh :
(1+x+y+xy)dx+dy=0

dapat dituliskan pula dalam bentuk :

(1+x)dx+ dy =
d+y)
dimanaM (x,y)=(1+x),danN (x,y) = _1
d+y)

Ada beberapa tipe dari PD ordo satu derajat satu, yang akan dipelajari dalam kuliah ini.

Masing — masing memiliki bentuk yang khas, dan cara penyelesaiannya sendiri.

2.2. PD Dengan Variabel Yang Sudah Terpisah

Bentuk umum :

F(x)dx+ G(y)dy =0 (2.3)



Dengan mengintegralkan persamaan (2.3) tersebut, maka dengan mudah akan diperoleh
primitif dari PD tersebut.
[FeOdx+ [G(y)dy =C (2.4)

Contoh :
Tentukan primitif dari suatu PD berikut :

2.xdx +4y>dy=0
Maka bila diintegralkan :

_[Z.x.dx + _f4.y2.dy =C

Akan diperoleh primitif PD yaitu : x? + %.y3 =C

2.3. PD Dengan Variabel Yang Bisa Dipisah
Bentuk umum PD ini adalah :
F(X)G(y)dx + HX)K(y)dy =0 (2.5)
Maka untuk mencari primitifnya, terlebih dahulu harus kita pisahkan fungsi-fungsinya.
Dengan membagi persamaan (2.5) dengan {G(y).H(X)}:
F()G(y)dx + HX)K(Y)dY = 0 tegi dengan teH3
F(x K
100 5)

Dalam persamaan (2.6) variabel x dan y sudah terpisahkan, dan primitif dapat diperoleh

(2.6)

dengan mengintegralkan persamaan (2.6).

FO) g K(y)
2.7
Fio® o ® @D
Contoh :
Tentukan primitif dari PD :

ydx+xdy=0

Bila kita bagi dengan ( x.y ), maka dapat diperoleh bentuk :
d_X + d_y =0
Xy



Dan bila diintegralkan :
d_X + Jd_y =K
X y
INnx+Iny =Inek
primitif : x.y = eK, atau boleh juga ditulis dalam bentuk x.y = C, karena e* adalah

merupakan suatu konstan.

2.4. PD Homogen

Bentuk umum :

F(%)dx+G(¥)dy:O (2.8)

Untuk mencari primitifnya, maka kita perlu melakukan substitusi dengan memisalkan
Y_y
X

Sehingga dapat diperoleh pula dy = u.dx + x.du, dan bila disubstitusikan ke persamaan
(2.8) :
F(u)dx + G(u)(u.dx + x.du) =0
F(u)dx + u.G(u).dx + x.G(u).du =0
{ F(u) + u.G(u) } dx + x.G(u).du =0
Bila dibagi dengan x.{ F(u) + u.G(u) } akan menjadi :
d?x ’ F(uC; %g(u) ) @9)
Dan primitifnya diperoleh dengan mengintegralkan persamaan (2.9), serta substitusikan
kembali bahwa u = y/x,

Id—X+I G(u).du

= (2.10)
X F(u) +u.G(u)

Contoh :
1. Tentukan primitif dari suatu PD berikut :

(2.x.sinh Y 4 3.y.cosh y ) dx — 3.x cosh y dy=0
X X X
Bila kita bagi dengan x maka PD akan menjadi :
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(2.sinh Y 4 3. X.coshx )dx—3.coshX dy=0
X X X X

Substitusikan u = y/x dan bahwa dy = u.dx + x.du
(2.sinhu + 3.u.cosh u) dx — 3 cosh u (u.dx + x.du) =0
(2.sinh u + 3u.cosh u — 3.u.cosh u) dx — 3.x.cosh u. du=0
2.sinh u dx — 3.x.cosh u.du =0

Bagi dengan { x. sinh u }

5 d_x_gcoshu
X sinhu

du =0, dan bila diintegralkan

dx d(sinh u)
2-'. _3-[ sinhu

2Inx-3.Insinhu=1InC
In.x?—Insinh®u=1InC

In. x2 = In(C.sinh3u)

x? = C. sinh®u, mengingat u = y/x, maka :
primitif : x? = C.sinh3(y/x)

2. Tentukan primitif dari PD :

x.dy —y.dx — (w/x2 - y2 )dx =0

Dibagi dengan x akan diperoleh bentuk :

2
ddex[ 1—(zj de =0
X X

Substitusikan u = y/x dan dy = u.dx + x.du :
u.dx + x.du —u.dx - y1—u?dx = 0
x.du- V1-u2dx = 0

du _d_x

1-u? X

=0

sintu—Inx=K
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Ine¥s"u _Inx=1InC

arcsinu

In =InC

X
gdesint = C x, karena u = y/x

primitif : e¥esin0X = C x

2.5. PD Eksak
Bentuk umum dari PD ordo satu derajat satu adalah seperti persamaan (2.2) di atas :
M(xy)dx+N(xy)dy =0 (2.11)
Jika ada M(x,y)dx + N(x,y)dy = du, untuk suatu u(x,y), maka primitif dari (2.11) adalah
u(x,y) = C, suatu penyelesaian implisit. Untuk setiap u(X,y) maka turunan parsial
pertamanya adalah
du = ux dx + uy dy (2.12)
Yang bila diidentikkan dengan persamaan (2.11), M(X,y) = ux dan N (X,y) = uy.
Jika turunan parsial kedua u(x,y) kontinu maka dipenuhi hubungan uxy = uyx

Suatu PD ordo satu derajat satu didefinisikan sebagai PD Eksak, bila dipenuhi syarat :
OM(X,y) _ ON(x,y)

5 = (2.13)
Contoh :
a (X-y)dx+(y’—x)dy=0

oM

M(xy) = (X2— NM_
(xy)=(x"-y) &

NOW)=(F-x) D=1
X

Karena % = g—’)\(‘ , maka PD di atas dapat disebut sebagai PD Eksak

b. (y2—x)dx+ (x?—y)dy=0
oM

M(xy) = (y*— o2

(xy)=(y"—x) & y

N(xy)=(-y)  N_oy
OX

12



Karena % # Z—N maka bukanlah merupakan PD Eksak.
X

Bagaimana sekarang, menyelesaikan suatu PD Eksak ?

Karena Eksak, maka jelas bahwa :

(2) ux = M(x,y) (2.14)
(2) uy = N(x,y) (2.15)

Berangkat dari (2.14), maka :
u(x,y) = [M(x, y)dx + (y) (2.16)

Di mana ¢(y) merupakan suatu fungsi sembarang dari y, anggaplah hasil integral tersebut

adalah Q(x,y), sehingga :

u(x,y) = Q(x,y) +(y) (2.17)
Dan bila dideferensialkan parsial sekali lagi ke y akan diperoleh bentuk :

Uy(X,y) = Qy(xy) + ¢°(y) (2.18)
Mengingat bahwa N(X,y) = uy(x,y), maka ¢(y) ditentukan dari hubungan :

Uy(X,y) = Qy(x,y) + ¢’(y) = N(x,y) (2.19)
Dan primitif PD (2.11) adalah :

Q(xy) +o(y) =C (2.20)

Primitif dapat pula diperoleh bila kita bertolak dari (2.15):

u(x,y) = [ N(x,y)dy +&(x) (2.21)
y
Di mana &(x) merupakan suatu fungsi sembarang dari x, anggaplah hasil integral tersebut

adalah P(x,y), sehingga :
u(x,y) =P(x,y) +&(x) (2.22)

Dan bila dideferensialkan parsial sekali lagi ke x akan diperoleh bentuk :

Uux(X,y) = Px(x,y) + &'(x) (2.23)
Mengingat bahwa M(X,y) = ux(X,y), maka &(x) ditentukan dari hubungan :
ux(X,y) = Py(x,y) + &'(y) = M(x,y) (2.24)

Dan primitif PD (2.11) adalah :

13



P(x,y) +{(x) =C (2.25)
Hasil yang diperoleh dari kedua cara ini tentunya haruslah sama. Namun perlu diketahui
di sini bahwa ada kemungkinan cara yang satu lebih mudah dari cara yang lain.
Contoh :
1. Diberikan PD :
(4x3y® —2xy ) dx + (3x*y?—x?) dy=0
Tunjukkan apakah PD tersebut Eksak atau bukan, carilah primitifnya !

M(X,y)= 43y —2xy — %=12x3y2—2x

N(xy) = 3xy-x2 — (Z—N:12x3y2—2x
X

Karena % = 2—’: , jelas bahwa PD tersebut merupakan PD Eksak.

Bila u(x,y) primitif PD tersebut maka sesuai (2.16)

u(x,y) = [ M(x, y)dx +o(y) = [ (4x>y® - 2xy)dx + (y)

u(xy) =Xy’ =X’y + ¢(y)

uy(X,y) = 3x*y? — x2 + ¢’(y) dan ini harus sama dengan N(x,y)
N(xy) = 3x%y? —x* = 3x*y? — X% + ¢’(y)

Jadi ¢’(y) = 0 atau ¢(y) = C1

uxy) =x'y’-x%y+Ci

Dan primitif adalah u(x,y) = C

XY —xy+Ci=C atau xWy-xy=K

Persoalan dapat pula diselesaikan dengan persamaan (2.21)

u(x,y) = [ NOG y)dy +&(x) = [ (3x*y? —x?)dy +&(x)
y y

u(x,y) =x'y’—x%y+g(x)

ux(X,y) = 4x3y® — 2xy + £’(x), yang harus sama dengan M(x,y)
M(X,y) = 4x3y® — 2xy = 4x3y® — 2xy + £°(X)

Diperoleh bahwa &’(x) = 0 atau (x) = C1
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uix,y) =xty?-xy+C;
Dan primitif adalah u(x,y) = C
X'V —x?y+C;=C atau x%-xy=K
Terbukti bahwa baik melalui (2.16) maupun (2.21) akan memberikan suatu solusi
yang sama.
2. Diberikan suatu PD :
(x?y cosy) dy + 2x(y siny + cos y) dx = 0
Tunjukkan bahwa PD adalah Eksak, dan cari solusinya.

M(x,y) = 2x(ysiny +cosy) — %:Aycosy
N(Xxy) = x?ycosy - %:Nycosy

Karena % = 2—’: , jelas bahwa PD tersebut merupakan PD Eksak.

Untuk mencari solusi kiranya akan lebih mudah melalui persamaan (2.16), karena
bila kita memilih cara (2.21) akan menemui sedikit kesulitan dengan bentuk

integral parsial yang muncul.

u(x,y) = _[M(x, y)dx +¢(y) = _[2x(ysin y +cosy)dx + ¢(y)

u(xy) =x*(ysiny+cosy)+d(y)

Uy(X,y) = X2y cosy + ¢’(y) dan ini harus sama dengan N(x,y)
N(xy) =X’y cosy =X’y cosy + ¢’(y)

Jadi ¢’(y) = 0 atau ¢(y) = C1

u(x,y) =x2(ysiny+cosy)+ Cy

Dan primitif adalah u(x,y) = C
x?(ysiny+cosy)+Ci=Catau x2(ysiny+cosy)=K

Dapat saja dicoba menyelesaikannya melalui persamaan (2.21)

Coba dikaji beberapa bentuk PD yang disajikan berikut :
1. (xX2+y?+x)dx+xydy=0
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2. (2xy*eY + 2xy® + y )dx + ( x?y4eY — x2y? —3x)dy =0
3. (2x%?2—y)dx+ (2x3y®—x)dy=0

Apakah ketiga PD tersebut merupakan PD Eksak, baiklah bila kita tinjau satu persatu :
1. (X2+y?+x)dx+xydy=0

oM
M(Xy) = X2 +y>+x — =2y
oy

oN
N(x,y) =Xy pvint

Jelas bukan PD eksak, namun coba bila PD kita kalikan dengan x, maka akan
menjadi :

(x3+xy?+x2)dx +x2ydy =0

M(X,y) = X3 + xy? + X2 M _ 2Xy
oy

N(x,y) = X%y N _ 2Xy
OX

PD menjadi Eksak
2. (2xy*eY + 2xy® + y)dx + ( x?y4eY — x2y? —3x)dy =0

M(x,y) = 2xy*e¥ + 2xy® +y % =8xy3eY +2xyteY +6xy? +1
— 2 2\ /2 oN 4.y 2
N(X,y) = x2y*eY — x2y? — 3x a—X:2xy e¥ —2xy“ -3

Bukan merupakan PD Eksak, sekarang bila kita kalikan dengan y ~*
PD menjadi :
(2xe¥ +2xy T+ y 3)dx + (X% —x2y 2 —3xy *)dy=0

M(X,y) = 2xeY¥ + 2xy 14 y_3 @ =2xeY — 2xy—2 _3y—4
oy
N(xy) = x%¥—x?y "% - 3xy Z—T =2xe¥ —2xy > -3y~

PD menjadi PD Eksak.

3. (232 —y)dx+ (2x3y°* —x)dy=0
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Moy = 28—y = axy -1
oy

N(X,y) = 2x2y* — x 2—N =4xy® -1

X

PD bukan merupakan PD Eksak, dan bila dikalikan dengan 1

x2y?
(2x-—x2y~1 )dx+(2y-xy 2 dy=0
Y M
M(X,y) = 2x —x 2y 1 — =Xy
oy
N(xy) =2y—x 1y 2 N _ -2y
oX

Dan PD pun menjadi PD Eksak.

Dapat disimpulkan bahwa suatu PD Eksak dapat dibuat menjadi PD Eksak dengan jalan
mengalikannya dengan suatu fungsi. Fungsi pengali yang membuat PD tidak eksak
menjadi suatu PD Eksak tersebut dikenal dengan Faktor Integral ( Integrating Factor ).
Dalam contoh di atas fungsi : x, y ~* dan x 2 y 2, merupakan Faktor Integral dari masing—
masing PD bersangkutan.

Dari contoh di atas, dapat diketahui bahwa secara umum, Faktor Integral ada tiga
macam, yaitu :

1. Merupakan fungsi dari x saja, misalkan disebut p(x)

2. Merupakan fungsi dari y saja, misalkan disebut p(y)

3. Merupakan fungsi x dan y, misalkan disebut p(X,y)

A. A. Faktor Integral merupakan fungsi dari x saja, vaitu p(x)

Misalkan suatu PD : M ( x,y ) dx + N ( x,y ) dy = 0, diketahui bukan merupakan

PD Eksak. Namun mempunyai Faktor Integral yang merupakan fungsi dari X saja.

HOOM (xy ) dx + p(x)N (xy) dy =0 (2.26)
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Dan PD (2.26) pun menjadi suatu PD Eksak, berarti berlaku hubungan :

0 0

— WM, y) = — m()N(X, 2.2
oy MOOMO Y= MOING,Y)} (2.27)
Bila persamaan (2.27) kita kerjakan akan memberi bentuk :

oM(X,y) _ N(X,y)%(x)+u(x)w (2.28)

M(x,y)%(x)w(x)

Karena %(X) = 0, maka persamaan (2.28) dapat disusun dalam bentuk :

oM oN| . au(x)
Ea
Y X oy = B (2.30)
N 1(x)

oM ON

Apabila bentuk{ay—Nax} kita singkat dengan g(x), dan dengan

mengintegralkan kedua ruas dari persamaan (2.30), maka akan diperoleh bentuk :

Ia}g—ix) = J.g(x)dx (2.31)
Dan: u(x)= g/ 900 (2.32)
Contoh :

Diberikan PD :( X% + y? + x )dx + xy dy = 0, selidikilah apakah PD Eksak atau bukan, bila

bukan carilah Faktor Integralnya, dan cari primitifnya !
oM

M(x,y) = X* + y* + X 2y
oy
oN
N(x,y) =xy Y
X
oM _oN
oX 2y— 1
¥ X Y 14w
N Xy X

dx
u(x) = e300 el x _gnx Ly
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Sudah diperoleh faktor integralnya adalah p(x) = x ; coba dicek kebenarannya :

PD menjadi: (3 —xy? +x)dx+x?ydy=0

oM
M(X,y) = X3 — Xy? + X — =2Xy
oy
N(x,y) = X2y N _ 2Xy
OX

PD sudah menjadi Eksak, dan tinggal mencari primitifnya.

u(x,y) = [ N, y)dy +&(x) = [ x?ydy + &(x)
y y

u(xy) =% x4y +E&(x)

ux(X,y) = Xy? + £’(x), yang harus sama dengan M(x,y)
M(x,y) = X° +xy? + x* = xy? + £'(x)

Diperoleh bahwa &’(x) = x® + x?

E(X) = I(x3 + xz)dx

1 4 1 3
X)==X"+=x"+C
&(x) 2 3 1

122 1.4 13
u(x,y) = =x +—X"+=x"+C
(xy) = SXTYTHo x4 1
Dan primitif adalah u(x,y) = C
22,1 4. 13

lx2y2+1x4+lx3+clzc atau EX ye+ox* +2x% =K,
2 4 3 2 4 3

atau dapat pula ditulis : 6x2y? + 3x* + 4x3 = K

B. Faktor Integral merupakan fungsi dari y saja, yaitu u(y)

Misalkan suatu PD : M (x,y ) dx + N ( x,y ) dy = 0, diketahui bukan merupakan

PD Eksak. Namun mempunyai Faktor Integral yang merupakan fungsi dari y saja.

r(Y)M (xy) dx+ p(y)N (xy) dy =0 (2.33)
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Dan PD (2.33) pun menjadi suatu PD Eksak, berarti berlaku hubungan :

ay{u(y)M(X Y)}= {u(y)N(X y)} (2.34)

Bila persamaan (2.34) kita kerjakan akan memberi bentuk :

op(y) M(x,Y) 8u(y) ON(x,y)
M(x,y) & +u(y) oy =N, y) ——=+n(y) ™ (2.35)
Karena t; E(y) = 0, maka persamaan (2.35) dapat disusun dalam bentuk :
1( ){@—%} MW (2.36)
OX oy
(55
Ly ) ey 237
TEE n(y) (237)

m_aN}
0

Apabila bentuk{ singkat dengan  h(y), dan dengan

mengintegralkan kedua ruas dari persamaan (2.37), maka akan diperoleh bentuk :

R _ _[hy)d 2.38
[==> y ~[h(y)dy (2.38)
Dan: M(y):e_fh(y)OIy (2.39)

Contoh :
Periksa apakah PD berikut eksak atau bukan, bila bukan, carilah faktor integralnya dan
selesaikan !

(2xy*eY + 2xy® + y )dx + ( x?y4eY — x?y? — 3x )dy =0

M(x,y) = 2xy'eY + 2xy° +y % =8xy3eY +2xyteY +6xy? +1

N

N(xy) =x?y'e¥ — x?y* - 3x = 2xy‘eY —2xy? -3

Karena % # Z—!\(‘ maka bukan merupakan PD Eksak.
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M _aN

dy ox _8xyeY +8xy?+4  4(2xy’eY +2xy? +1) 4
M 2xy*eY +2xy3 +y  y(@xyleY +2xy? +1) Y

uy)=e ¥ =e Y=y
Bila kita kalikan faktor integral ini dengan PD semula akan diperoleh :

(2xe¥ +2xy 1+ y 2 )dx + (x%Y —x?y "2 —-3xy *)dy=0

M(X,y) = 2xe¥ + 2xy 1 +y 3 @ = 2xeY — 2xy—2 _3y—4
oy
— 2 20, -2 _4 ON y - 4
N(xy) = X=Xy " - 3xy o -2 207 -3y
X

PD pun sudah menjadi eksak, dan sekarang tinggal mencari primitifnya :

u(x,y) = [ (<% —x2y 2 ~3xy~* by + £(0)
y

u(x,y) =x%e¥ +x2y 1 +xy 2 +£(x)
u, (x,y) = 2xe¥ + 2xy_l + y_3 + il (X) dan ini harus sama dengan M(x,y)
M(x,y) = 2xe¥ + 2xy L +y 3= 2xe¥ + 2xy L +y T +£ (X)

Yang memberikan &(x) = Cy
Primitif PD adalah u(x,y) = C

x2eY +X2y_1 + xy‘3 +C,=C atau  x%eY +x2y‘1 +W_3 =K

atau x%¥ + x?y “t+xy 3 =K

Faktor Integral merupakan fungsi dari x dan y, vaitu pu(x,y)

Misalkan suatu PD : M (x,y ) dx + N ( x,y ) dy = 0, diketahui bukan merupakan

PD Eksak. Namun mempunyai Faktor Integral yang merupakan fungsi dari x & y

R YM (Xy ) dx + u(xy)N (xy) dy =0 (2.40)

Dan PD (2.40) pun menjadi suatu PD Eksak, berarti berlaku hubungan :
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%{u(x,y)M(x,y)F §{M(X,V)N(X1Y)} (241)

Bila persamaan (2.41) kita kerjakan akan memberi bentuk :

ou(x,y) OM(X,y) ou(x,y) ON(X,y)
M(x,y)Tw(y)T— N(x,y)—a + )—ax

Persamaan (2.42) merupakan bentuk PD parsial. Dan di sini hanya akan dibahas

(2.42)

fungsi — fungsi sederhana saja dari x dan 'y

Kasus I : bila p fungsi dari x +y, p(x +vy)

Persamaan (2.42) dapat disusun kembali :

| M_ND_ Ok OR (2.43)
oy oOX OX oy
Bila kita misalkan ( x + y ) = z, serta mengingat teorema aturan rantai :
a_}l:a_},lg an a_},l:a_}lg (244)
OX 0z OX oy 0ozoy
Maka dengan mudah dapat ditentukan :
w_op o O _ou (2.45)
ox oz oy oz
Substitusikan (2.45) ke (2.43), akan diperoleh :
o M NN ) (2.46)
oy oXx 0z
(GM . aN]
0
1) N-M

Kasus Il : bila p fungsi dari xy, p(xy)
Bila kita misalkan ( xy ) = z, serta melihat persamaan (2.44), dapatlah kiranya

ditentukan bahwa :

o = a—“. dan o = a—u.x
ox oz oy oz
Substitusikan (2.48) ke (2.43), akan diperoleh :

(2.48)
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u(@—%] =(N.y - M.x)a—“ (2.49)

oy 0OX 0z
5
on oy OX
IF_I Ny~ Mx dz (2.50)

2.6. PD Dengan Bentuk : y.f(xy) dx + x.g(xy) dy =0
Dalam PD bentuk ini, f(xy) dan g(xy) merupakan suatu fungsi x kali y, dan xy

senantiasa muncul berpasangan.

Contoh : f(xy) = 21 -+ (xy)? +4(xy)
X'y

Misalkan ada suatu PD berbentuk :
y.f(xy) dx + x.g(xy) dy =0 (2.51)

Maka untuk menyelesaikan PD bentuk ini kita perlu lakukan substitusi sebagai berikut :
Misalkan : u = xy,

Sehingga y = u dan dy= M (2.52)
X X

Substitusikan (2.52) ke (2.51) :

x.du — u.dx} 0

Ut uydx + x.g(u){ s (2.53)
X X

uf (u)dx +g(u)(x.du —u.dx)=0
(uf (u) - ug(u))dx + x.g(u)du =0
Dan bila kita pisahkan variabel u dan x, maka :

d—x+ g(u).du B
X u.f(u)—u.g(u)_

Mengintegralkan persamaan di atas akan diperoleh :

Jd_x+j—9(“)d” _¢ (2.54)
X u.f(u)—u.g(u)

Substitusikan kembali u = xy, dan primitifnya adalah F( x,xy ) =C
Contoh:
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1. Diberikan PD: y (Xy+1)dx + x( 1+ xy+ x?y?)dy =0, tentukan primitifnya !
_ X.du—u.dx

2 1

Substitusi: xy=u; y = Y dan dy
X X

E(u +D)dx + x(1+u Hﬂ){M}:O
X

X
u(u+1)dx+(1+u+u?)(x.du—udx)=0

-w@dx+(1+u+u?)xdu=0

2
_dx drusut g
X u3

Bila diintegralkan :
—'|.d—x+'|.(u‘3 +u2+uMdu=cC
X

2

—Inx—%u —ultslhu=C

Substitusikan kembali u=xy ;
—Inx —%(xy)‘2 —(xy) T +In(xy)=C

2. Diberikan PD (11— xy + x2y?)dx + (x°y — x? )dy = 0, tentukan primitifnya !
Bila PD kita kalikan dengan y, maka akan berbentuk :
V.(1—xy+x2y?)dx + x.(x2y? —xy)dy =0

_ Xdu —u.dx

2

Substitusi : xy=u; y:E dan dy
X X

2

%(1—u —u?)dx + x.(u? —u){M}:O
X

u@—u—u?)dx +(u? - u)(x.du—udx)=0
Bila dikelompokkan :

u.dx + (u2 —u)xdu=0

dx u?-u
—+
X u




jd%+j(u—1)du=c

Inx+ 1 u?-u=cC
Substitusikan kembali u = xy

Primitifnya : In x + %(xy)z —(xy)=C

2.7. PD Dengan Bentuk Umum: (a1.x + b1y + ¢1 )dx + (azx+ by +c2)dy=0

Dalam usaha penyelesaian PD bentuk ini akan dijumpai 3 kasus sebagai berikut :

a b
Kasus | : 22 = =2
a3 by

Dari bentuk PD di atas maka akan didapat dua persamaan linear berikut :
arXx+bry+ci=0
axX+by+c,=0

Dan harga x dan y dapat dicari :

—-¢; by a3 —C
-C, b a, —¢C
x="—"2 “2l_p dan y=-2"2_k (2.55)
a3 by a; by
a, by a, b,
Lakukan substitusi :
X=X—h —  dx=dx
y=y-k - dy=dy (2.56)

fa (X + h) + by (y + k) + G JdX + fa, (X +h) + b, (y + k) + ¢, dy = 0
{arX +byy)+aph+byk+cy fdx+{@, X +byy) +a,h+byk+c, dy =0
(2.57)

al.h + blk +C1= 0

Mengingat bahwa :
a2.h +b2.k+02 = 0

Maka (2.57) dapat direduksi menjadi :



{al.i + bl.y_/}d§ + {az.i + bz.y_/}dgl =0
Bila dibagi dengan X ;

{al + blz}d; +{a2 + bZZ}d)_/ =0
X X

Persamaan (2.59) adalah seperti bentuk PD Homogen

Substitusikan :

=U;y=uUX

X < |

{a; +byuldx +{a, +by.uj(udx +xdu) =0

Bila dikelompokkan :

{al +hpu+a,u+ bz.uz}d;<+ {a, +b,.ufxdu=0

dx
—+

a,+b,.u

du=0

X a;+bjUu+a,u+hb,.u?

Mengintegralkan persamaan (2.62)

dx
S

a,+bsy.u

a; +by.u+a,u+b,.u?

Diperoleh primitif :

F(x,u)=C — F[i

b
Kasus Il : 22 = =2
a; by
. a b
Bila: 22 =2
ay 1
d2 = M.ax

< || X
N——
Il
O
n
7~ N\
x
|
“3

=m, akan dapat diperoleh hubungan :

dan by =m.b;

Substitusikan ke PD :
{@;.x+by.y)+cq Jdx + {m.(a;.x +byy) +¢,Jdy =0

Misalkan :

ar.X + by =u

d(ai.x + b1.y) =du

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

dan dy = u.dx + x.du , yang menghasilkan :
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a1.dx + bi.dy =du

_ du-—aj.dx
=

Maka (2.64) akan menjadi :

{u+cyJdx +(mu +c2}{m} =0

by

dy

(b1.u + bi.c1) dx + (m.u+c2 )(du—ai.dx) =0

m.u+c,
b,.u+by.c; —a;.mu—a;.c,

dx +

du=0 (2.65)
Mengintegralkan persamaan (2.65) :

fax+ MU+ ¢ du=0 (2.66)
b;.u+by.c;—a;.mu—-a;.c,

Diperoleh primitif :
F(x,u)=C — F (X, aixtbty)=C

a b c
Kasus Il ; 22 -2 _*2

a; by ¢
Misalkan : 22 — by _f2 , maka PD dapat dituliskan kembali dalam bentuk :
a; by ¢
{a;.x +byy +c¢y jdx + {m(a;.x + by +¢;)jdy =0 (2.67)

Bila kita bagi dengan (a1.x + b1.y + c1), menjadikan (2.67) :
dx + m.dy = 0 ; yang integralnya adalah :

Idx+mjdy=C
Primitifnya: x+my=C (2.68)
Contoh :
1. DiberikanPD : (6x—-2y—7)dx+ (-2x—-3y+6)dy=0
a_-2__1
a6 3a—z;«rsb—2:>kasusl
b_2:__3:§ a; by
b, -2 2
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Cariduluhdank:

7 -2 6 7

h:L6 -3 _-21-12 _3 h:LZ —4:—3@”4:1
6 -2 -18-4 2 6 -2 -18-4
. .

Menggunakan persamaan (2.63)

2§+I 8y by U du=C

X a; +byu+a,u+b,.u?

In>_<+J. —2-3u ~du=C
6-2u—-2u-3u

In§+J‘L3u2du =C
6-—4u-3u

1Id@—4u—aﬂ):

= C
27 6-4u-3u?

Inx +

In§+%ln{6—4u—3u2}:c

Substitusikan kembali :

izx—h:x—§
2

y=y-k=y-1
Sehingga primitifnya:

i

Adakabh cara lain yang lebih mudah untuk menyelesaikan PD ini ?

. DiberikanPD : (x -2y +3)dx+ (2x -4y +5)dy=0

a b c
22 22 _ 2472 s Kkasus Il
a; by Cy

Substitusi : u = aix + b1y = x -2y

Gunakan persamaan (2.66)
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[ax+ ] mu+Co du=0

b,.u+b;.c;—a;.mu—-a;.c,

du=C

X+J- 2Uu+5
—-2u—-6-2u-5

4 J- 2u+5
4u — 11

1 1 du
X_EIdU_EI—4u—11:

B 1 Iol(—4u ~11) _
(—4u —11)

x—1y +1In{—4u—ll}:C
2 8

Substitusikan u = x — 2y

Primitifnya : x —%(x —2y) + % In{—4(x -2y)-11}=C

1x+y+8ln{ 4x +8y -11}=C

2

3. DiberikanPD : (2x—3y+5)dx+ (6x—9y+15)dy=0

a, b, ¢
22 -2 _-22 _3= Kasus Il
a; by ¢

Gunakan persamaan (2.68)

Xx+my=C — primitifnya:x+3y=C

Soal - soal :

Tentukanlah primitif dari masing — masing PD yang diberikan ini :

1. (y—xyd)dx —(x+x%)dy=0 9.
2. (xX2+y?)dy+ 2xydx =0 10.
3. eM(y.cos x —sin X)dx + x.e®¥cos x dy = 0 11.
4, (1+y)dx+ (xy+y)dy=0 12.
5 ydy-4xdx=0 13.
6. y’dy—-3x5dx=0 14,
7. Xy =y?*(x—-4) 15.
8. (x-2y)dy+(y+4x)dx=0 16.

(2y*+ 1)y =3x%
xy(2y-1)=y(1-x)
(x? +y?)dx = 2xy dy
(x+y)dy=(x-y)dx
X(x+y)dy—ydx=0
xdy — ydx + x.e”* dx = 0
dy = (3y + e )dx
x2y?dy = (1 —xy®)dx
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17.
18.
19.

20.

21.
22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.

47.

48

49,
50.

(coty + x2)dx = x cosec?y dy 31. mdn=(2m+1)(dm—dn)

efdr-r.e-%0=0 32. (5+2m—4n)m’=3+m-2n

( cos mx.cos 2my )dx = 2 sin nx sin 2ny dy 33. 2a’b’=3b(b—2)

y(3/2) =% 3.tz +t+z=0;t2)=1

[e¥cosy +2(x —y)]dx = [e*siny + 2(x —y)]dy 35 ¥y’ =e*Y

y(0) == 36. vy +y(Inx)(Iny)=0

2xy dx +3x*dy =0 37. r’—rtan 0 =cos 26 ; r(n/6) = J3/2
X cosec y dx + cos y dy = 0 38. r’ —sec?@ cotrcosr=0

2 cosh x cos y dx = sinh x sin y dy 39, (W2 +u+v2+1)du+(v—1)dv=0
(3xe’ +2y) dx+ (X’ +x) dy =0 40. (©2+1)dw+t(2w—1)dt=0

2x tany dx + sec’y dy = 0 41. X2 dy + y2dx = ydx + dy

X +xcott=2tcosect 42, (2+2a+3B)B° =1—2a—3p

dr = b(cos 6 dr + rsin 6 d6) 43. 3x3y =2y(y—3)

2wltdt —3w(t2 —1)dw=0 44, X2y +y=xy ;y(2)= 1

y =cosx—ysecx;y(0) =1 45, (sin®)’=—-1-2rcos O ;r(n/2) =1
Xy +y =2y =1 46. 25(—t)ds+ (s~ 1)dt=0;5(3) =2

(e Ycosy—e *sinx)dx+ (e *cosx— e Ysiny)dy=0

Faktor Integral fungsi dari (x +y)

(2x%y? —y)dx + ( 2x%y® — x )dy = 0 ; Faktor Integral fungsi dari (x.y)

x dx +ydy + 4y3( x2 + y?)dy = 0 ; Faktor Integral fungsi dari ( X% + y?)
(2y + 3xy® )dx + ( 3x + 5x?y? )dy = 0 ; Faktor Integral fungsi dari xy?
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BAB III

PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDO SATU
DERAJAT LEBIH TINGGI

Telah dipelajari bersama, bagaimana bentuk — bentuk serta penyelesaian — penyelesaian
dari suatu persamaan diferensial ordo satu dengan derajat satu. Dalam bab ini masih akan dibahas
PD ordo satu, hanya saja mempunyai derajat yang lebih dari satu. Apakah yang dimaksud dengan

n
m

PD ordo satu derajat lebih tinggi ? Artinya bahwa di dalam PD tersebut terdapat bentuk (j—%’]
X

, dengan harga m = 1 dan harga n yang lebih dari satu (n>1). PD bentuk ini secara umum dapat

dilihat dalam persamaan (3.1) berikut ini :
Ao(X,y).p" + A1(X,y).p"t + Ax(X,y).p"2 + ...... +An1.p + An(Xy) =0 (3.1)

Dengan : n = bilangan bulat positif
_ dy
P= dx

Ada beberapa cara yang dapat ditempuh untuk menyelesaikan PD dalam persamaan (3.1) tersebut.
3.1. Penyelesaian ke — p

Bila kita cermati kembali persamaan (3.1), maka sebenarnya merupakan suatu deret
polinomial dari p dengan derajat n, dan Ao, A1, .... An, merupakan koefisiennya. Maka bila kita
dapat menemukan akar — akar dari p, PD tersebut akan dapat diselesaikan dengan mudah. Hanya
saja pada umumnya kesulitan datang dalam mencari akar — akar dari p tersebut.

Untuk menyelesaikan PD ini ada baiknya diingat kembali tentang teorema akar dari suatu
polinomial berikut :

a0.2" + ar.z" + a2+ ... +apZ+an=0 (3.2)

Jika %merupakan akar dari (3.2) maka o adalah faktor dari an dan  adalah faktor dari ap. Namun

¢

bila misalkan ¢ faktor dari a, dan & faktor dari ao, belum tentu g merupakan akar dari (3.2).

Sekarang lihat kembali persamaan (3.1), misalkan :

Fi(xy) , F2(Xy), Fa(x,y) «..... Fn(x,y) merupakan akar — akar dari
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persamaan (3.1)
Maka persamaan (3.1) dapat disusun kembali dalam bentuk :

Ao(xy) (p—F V)P —Fo (X, V)}o p—Fr(x, )} =0 (3.3)

Primitif dicari lewat :

{p-Fi(x,y)} =0 atau g—i -FR(x,y)=0 — fi(xy,c)=0
{p-FaAx,¥)} =0 atau % -F(x,y)=0 — fH(xyc)=0
{p-Fn(x,y)}=0 atau % -F,(X,y)=0 — fa(xy,c)=0

Sehingga primitif dari :
Ao(X,y).p" + A1(X,y).p"t + Azx(X,y).p"2 + ...... + An1.p + An(Xy) =0
Adalah : f1(x,y,c).f2(x,y,c¢).....fn(X,y,c) =0 (3.4)

Contoh :
Tentukanlah primitif dari PD berikut ini :
p*— (X +2y+1)p® + (X + 2y + 2xy )p’ —2xyp =0
Bila akan diselesaikan ke — p, maka langkah — langkah untuk mencari primitif dari PD tersebut
tentunya harus mencari akar dari persamaan tersebut. Yang jelas terlihat adalah bahwa p = 0
merupakan akar persamaan tersebut, sehingga persamaan dapat dituliskan lagi sebagai berikut :
p{p®—(x+2y+1)p*+(x+2y+2xy)p—2xy}=0
Sekarang kita perhatikan suku — 2xy, faktor dari — 2xy adalah :

-1 13. — 2xy
1 14. 2xy
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Akar dari persamaan p® — (X + 2y + 1 )p? + ( X + 2y + 2xy )p — 2xy = 0, tentulah salah satu
dari ke —14 faktor ( - 2xy ).
Coba:p=-1
PP —(Xx+2y+1)p°+(x+2y+2xy)p-2xy=0
(-1 —(x+2y+ (-1 +(x+2y+2xy)(-1)-2xy (?=0)
-1-Xx-2y—-1-x-2y—-2xy—-2xy #0
(jadi p = -1 bukan akar dari persamaan tersebut )
Coba:p=1
(1)° - (x+2y+1)(1)*+(x+2y+2xy)(1) - 2xy (?=0)
1-x-2y-1+x+2y+2xy—-2xy=0
('p =1 merupakan akar persamaan tersebut )
Karena p = 1 merupaka akar persamaan maka dapat persamaan tersebut dapat ditulis :
(P—1).0(xy,p) =p>— (x+2y+1)p’ +(x+2y+2xy)p—2xy=0

p3 —(x+2y+1)p2 + (X + 2y + 2Xy)p — 2Xy
(P-1)

Dan ¢(X,y,p) =

Lakukan pembagian biasa :

(p—l)/ PP—(x+2y+1)p?+(x+2y+2xy)p—2xy \ p—p(x+2y) + 2xy
p3 _ p2
—pA(X+2y) + (X +2y+2xy)p—2xy
—P2(Xx+2y) +(Xx+2y)p
2Xyp — 2Xy

2Xyp — 2Xy
0
Sehingga diperoleh : ¢(X,y,p) = p? — p( X + 2y ) + 2xy
Dan persamaan : pt—(x+2y+1)pd+ (X + 2y + 2xy )p?— 2xyp =0, sekarang
dapat ditulis kembali dalam bentuk :
pP(p—1){p*—p(x+2y)+2xy}=0
Akar dari p? —p(x + 2y ) + 2xy = 0, dapat dicari dengan mudah melalui teorema A.B.C :
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x+2yJ_r\/(x+2y)2 —8xy
P34 = 5

Dan diperoleh : p3 = x serta ps = 2y
Karena akar — akar dari persamaan p* — ( x + 2y +1 )p3 + (X + 2y + 2xy )p? — 2xyp = 0,
sudah ditemukan secara lengkap, maka kita susun lagi persamaan tersebut sebagai berikut
p(p-1)(p-x)(p-2y)=0
Dapat dicek ulang apakah bentuk di atas sama dengan persamaan yang diberikan dalam
soal.

Primitif dari masing — masing suku adalah :

Y _o

p=0 —>y=C atau y—-C=0 (i)
dx
_ dy _ _ .
p=1 d—le —>y=x+C atau y-x-C=0 (i)
p=X Yy _y —>y:lx2+cl atau 2y—-x>*-C=0 (iii)
dx 2
- dy — e2X — H
p=2y d—X:Zy —>Iny=2x+InC atau y-C°**=0 (iv)

Dan akhirnya primitif dari p* — (x + 2y +1)p® + (X + 2y + 2xy )p? — 2xyp =0
Adalah : (y-C)(y-x-C)(2y-x*-C)(y-C.e*)=0

3.2. Penyelesaian Singular

Di samping solusi umum dan solusi khusus, dalam penyelesaian PD ordo satu
derajat tinggi ini akan ditemui juga penyelesaian singular. Misalkan bila diketahui suatu
bentuk PD:  y?p?+y?=1

Maka solusi umumnya : (X—c )? +y? = 1, yang merupakan suatu lingkaran berpusat
di (¢,0) dengan jari— jari 1. Kita sebut sebagai L1. Sekarang coba pikirkan suatu lingkaran
lain L2 dengan persamaan : ( X — (¢ + Ax ) )? + y? = 1, dengan AXx — 0.
Titik — titik perpotongan L: dan L. bila Ax — 0, disebut titik karakteristik. Tempat
kedudukan titik — titik karakteristik ini disebut penyelesaian singular (PS).
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(7NN
N\ ‘

y=-1
Gb. 3.1 Penyelesaian Singular

Dalam gambar 3.1 ditunjukkan bahwa y =1 dan y = -1 adalah merupakan tempat
kedudukan titik — titik potong lingkaran, dan y = 1 serta y = -1 merupakan penyelesaian
singular dari PD : y?p? +y? =1.

Ada dua macam cara yang dapat ditempuh untuk mencari penyelesaian singular

dari suatu PD ordo satu derajat tinggi, yaitu:

1. DariPD ¢( x,y,p) =0, carilah 2—2 =0, dan eliminasilah p dari kedua persamaan ini
Contoh : y?p? +y?> =1

o
— =2 2 =0 =0

o yp=U—>p

eliminasi p ke PD akan diperoleh  y=+1

2. Dari PD ¢( x,y,p ) = 0, cari primitifnya, misalkan primitif adalah f( x,y,c ) = 0. Dari

primitif tentukan Z—Z =0. Lakukan eliminasi C.

Contoh: yp?+y*=1
Diperoleh primitif : (x —c)?>+y>=1

ﬂ:-Z(X—C):O —>c=0
oc

Eliminasikan ¢ ke primitif maka akan diperoleh penyelesaian singulary = + 1

3.3. Penyelesaian ke —y
Maksud penyelesaian ke — y adalah apabila PD yang diberikan dapat dinyatakan
dalam bentuk : y = f( x,p ), dengan mengambil derivatif ke — x, akan didapatkan :
dy_of ap of oo

dx ox Jpox OX 0Op OX

(3.5)
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Persamaan (3.5) merupakan PD ordo satu derajat satu, dan dapat diselesaikan
sehingga akan memberikan primitif g( x,p,c) =0.

Dan penyelesaian umum dari PD diperoleh dengan mengeliminasi p dari :
PD:y=1f(xp)
g(xp,.c)=0
Terkadang dijumpai dalam PD dinyatakan sebagai y = f(p), dalam kasus ini variabel
x tidak muncul. Ambil derivatif ke — x, maka akan didapat :

dy ..,.dp ey AP
= f'(p)—"— N =f'(p)— 3.6
™ (p)dX p (p)dX (3.6)

Persamaan tersebut merupakan PD ordo satu, yang akan memberikan primitif x = ¢( p,c).

dan penyelesaian umum dari PD didapat dengan eliminasi p dari :

y = f(p)
X=¢(p,c)
Contoh :
Diberikan PD : 16 x* + 2p?y —p3x =0
3 2
PD dapat ditulis sebagai : 2y = % = px —16x%p~2
P

Derivatif ke x :

2 _(p_32xp 2+ (x+32x%p )P ganti dyldx = p
dx dx

2p = (p—32xp2)+(x+32x2p3)j—p
X
0= (—p—32xp2)+(x+32x2p3)j—p
X
Kalikan dengan p?
0= (—p4 —32xp) + (xp3 +32x2)3—p
X

0= —p(p3 +32X) + x(p3 + 32x):—p
X
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0= (p3 +32X)(-p + x—)

Dari: 0=(-p+ xj—p) , akan memberikan harga p = k.x
X

Eliminasi p dari PD :

16x? + 2(kx)%y — (kx)°x =0

16x% + 2k?x%y — k3x* = 0 (bilak =2C)

16x? + 2y.4C?x? - 8C3x* =0

primitif: 2 + yC? - C3x* =0

Penyelesaian singular didapat dari : ( p® + 32x ) = 0, yang memberikan harga
p = (-32x*?), subsitusikan ke PD dan didapat :

16x2 + 2y( -32x?"®) + 32xy = 0

3.4. Penyelesaian ke — x
Maksud penyelesaian ke — x adalah apabila PD yang diberikan dapat dinyatakan
dalam bentuk : x = f('y,p ), dengan mengambil derivatif ke — y, akan didapatkan :
dx of af ap IR 1 q of op (37)
dy 8y ap oy p oy opoy
Persamaan (3.6) merupakan PD ordo satu derajat satu, dan dapat diselesaikan
sehingga akan memberikan primitif h(y,p,c) =0.
Dan penyelesaian umum dari PD diperoleh dengan mengeliminasi p dari :
PD:x=f(y,p)
g(ypc)=0
Terkadang dijumpai PD yang dapat dinyatakan sebagai x = f(p), dalam kasus ini
variabel y tidak muncul. Ambil derivatif ke — y, maka akan didapat :
1

dx .,,.dp L, adp
T e S Z=f'(p)—= 3.8
q () dy 0 (p) dy (3.8)

Persamaan tersebut merupakan PD ordo satu, yang akan memberikan primitif y = ( p,c).

dan penyelesaian umum dari PD didapat dengan eliminasi p dari :
x=1(p)
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X=§&(p,cC)

Contoh :
Diberikan PD :y = 3px + 6p2y?, tentukan primitifnya !
PD dapat ditulis dalam bentuk :

2.,2
3X:y_6p y —
p

yp ™ —6py? , derivatifkan ke x

cha (P —12py) +(-yp~* - 6y2)@ , karena dx/dy = 1/p
dy dy
1 1 _ d

3= = (= -12py) + (-yp 2 ~6y?) >
p P dy

2 _ d
0=(-=-12py) +(-yp 2 ~6y?) "

p dy
Kalikan dengan p?

d
0=(-2p-12p%)+ (~y - 6y2p2)d—5
2 2., dp
0=-2p(1+6p°y)-y(d+6p y)@

d
0= (1+6p2y)(—2p—yd—p)
y

Dari: 0=-2p— y% , dengan mudah akan diperoleh p = <

dy y2
Substitusikan p ke PD, dan akan didapat primitif :
Y?®=3Cx + 6C2

Bagaimana solusi singularnya ?

3.5. PD Clairout
Bentuk umum dari PD Clairout adalah :
y = px + f(p) (3.9)
Ambil derivatif ke X :

dy

——=p+(x +f'(p))d—IO substitusikan dy/dx = p
dx dx
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0=j—p(x+f'(p))
X

Maka dari g_p =0, diperoleh p = C, dan primitif didapat dengan substitusi p ke
X

PD semula. Dari ( x + f ‘(p)) = 0 serta PD semula akan diperoleh penyelesaian singular.

Contoh :

Diberikan PD : y = px + p — p?, cari primitifnya.

PD dapat dikenali sebagai bentuk PD Clairout, sehingga dengan mensubstitusi p = C ke
PD tersebut akan didapat primitif : y = Cx + C — C?

Carilah penyelesaian singularnya !

3.6. PD d ‘Alembert
Bentuk umum PD d ¢ Alembert adalah :

y = x.f(p) + g(p) (3.10)
Ambil derivatif ke x :

j—y =f(p) + (xf'(p) + g'(p))d—p , substitusikan dy/dx = p
X dx
P—F(p) = (X ()+ ()

(|o—f(|o))‘;'|—X = xf'(p)+ 9 (p)
p

dx _ xf'(p) . g'(p) (3.11)

dp p-f(p) p-f(p)
Persamaan (3.11) merupakan PD ordo satu derajat satu, dan setelah diperoleh

harga p, substitusikan ke PD semula untuk memperoleh primitif.

Soal - soal

Tentukan primitifnya dan cari penyelesaian singularnya bila ada
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Xyp?+ (X2 +xy+y)p+x2+xy=0
X2p2 _ yZ = 0

Xp% — (2x +3y)p + 6y =0

x2p? —5xyp + 6y?> =0
X’p?+xp-y*—y=0

p? — xy(x+y)p + x%* = 0

(4x—y)p* +6(x —y)p + 2x -5y =0
(x—y)p? =y

xyp? + (xy* = 1)p-y =0

. (x2+y2)p2 = 4x2y2

- (Y +x)%p? + (2y* +xy - xA)p + y(y - x) = 0

- XpE— (¢ +x+ y)p? + (P +xy+y)p-xy=0
P -y +3)p+3xy=0

. xp*— (1 +xy)p+y=0

. pPP-x3?=0

C(x+y)ypi=y?

S YPPH (X=Y)p-xy=0

p?+xp—2x%y =0
p?+4x°p—12x*y =0
2xp? - Byp? + x* =0
p?—xp+y=0

y = px + kp?

x®p? +3xp+9y =0
xp?+2x°yp—-4=0
Xp2—2yp +4x=0
3X*p?—xp-y=0
Xp?+(x-y)p+l-y=0
pP+2xp-y=0

y = 2px +pix?

p3 —2xyp + 4y* =0
X=yp+p?
7p3+3p*-x=0
pP+5p*+7p-y=0
Xp2—2yp+x=0
y—2px—yp®=0
Xp-y+¥%ap=0
X8p® —3xp-3y=0

y = x°p° —Xxp

2xp? + (2x—y)p+1-y=0
5p*+3xp-y=0
p?+3xp-y=0

y = xp +x°p?

8y =3x* +p?
xp®—yp® +1=0
y=px +p";nz0, n1
(¢ -1p*-2xyp +y* =0
pP?-xp-y=0
2p*+xp-2y=0
4xp>-3yp+3=0
pP-Xxp+2y=0
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BAB IV

PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR ORDO
SATU

Bentuk umum dari persamaan diferensial linear ordo satu kiranya dapat dituliskan
sebagai berikut :

bl(x)j—imo(x).y “R(x) (4.1)

dengan singkat dapat ditulis :
Ly =R(x)

Dalam hal ini, L yang disebut operator diferensial ordo satu adalah singkatan penulisan
. d
dari : by (X)—+bg(x
1(X) ™ 0(X)

Bentuk PD dalam persamaan (4.1) disebut PD Linear Tak Homogen , dan apabila, fungsi
R(x) adalah sama dengan nol, maka PD tersebut dinamakan PD Linear Homogen (4.3).

Bila kita perhatikan dua persamaan berikut :

bl(x)j—imo(x).y ~R(x) 4.2)

b1<x>j—§+bo<x>.y=o (4.3)

PD Linear pada (4.2) adalah PD Linear tak homogen, dan PD pada (4.3) dikatakan sebagai
bentuk homogen dari PD (4.2). PD Linear tak homogen berkaitan erat dengan bentuk

homogennya.

Persamaan diferensial bentuk ini disebut linear karena memenuhi sifat — sifat
kelinearan, yaitu bahwa :

L [a.yi(x) + b.y2(x) ] = a.Ly1(x) + b.Ly2(X) (4.4)
Untuk setiap bilangan real a dan b serta fungsi y1(x) dan y»(x) yang terdiferensial.

4.1. PD Linear Homogen Ordo Satu
Bentuk umum dari PD Linear homogen ordo satu, seperti sudah dituliskan pada

persamaan (4.3) yaitu :
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d
bl(x)d—y+b0(x).y:0 (4.5)
X
Atau dapat pula dituliskan :
d_y+ P(x).y=0 (4.6)
dx

Cara — cara untuk menyelesaikan PD tipe ini :
1. Dengan menggunakan cara PD Eksak
PD pada persamaan (4.6) bukan PD eksak, dapat dibuktikan sebagai berikut :

Mxy) =Py - %ﬂ(x)

N

N(x,y) =1 - —=0
OX

Seperti yang sudah dipelajari pada bab terdahulu, maka PD ini akan mempunyai
Faktor Integral yaitu :

= eJP(x)dX
Bila kita kalikan dengan PD semula (4.6), akan diperoleh bentuk :
GJPOOm 8 [P09 py @
dx
d (_[P(x)dx
—e y|=0 (4.8)
dx

Integralkan persamaan (4.8) akan diperoleh primitif PD :
y= C.e_IP(X)dX (4.9)
2. Dengan melakukan pemisahan variabel
PD (4.6) dapat dipisah menjadi bentuk :

d7y — —P(x)dx (4.10)

Integralkan persamaan (4.10) memberi hasil :

Iny= —I P(x)dx +1InC;

y = C.e—J‘P(x)dx (4.11)
Contoh :
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Diberikan PD : y’ + xy = 0, tentukan primitifnya !
Dengan menggunakan persamaan (4.9), bahwa P(x) = x, maka primitifnya adalah

y= Ce PO _ o gfxax _ g2t

4.2. PD Linear Tak Homogen Ordo Satu
Bentuk umum PD ini seperti terlihat pada persamaan (4.2) :

d
bl(x)d—z +by(X).y = R(X) (4.12)
Atau dapat pula ditulis :
d
d—y +P(X).y = Q(xX) (4.13)
X

Cara — cara yang dapat dilakukan untuk menyelesaikan PD ini :
1. Dengan cara PD Eksak
Dari bentuk homogennya yang telah kita pelajari pada bagian (4.1), sudah ditunjukkan

bahwa, PD bentuk homogennya mempunyai faktor integral pu(x) :

u(x) = eJ.P(x)dx

Maka bila kita kalikan faktor integral ini ke bentuk tak homogennya, akan
diperoleh :

eI Plx)dx .y'+ej Plx)dx P(X)y = eI Plx)dx Q) (4.14)
atau

d[ej Plx)dx .y} = eJPOOX 5y (4.15)
Bila diintegralkan :

el P9y — [&P0% Qroyax + C (4.16)

Atau dapat dituliskan bahwa primitif PD adalah :

—[P(x)dx

y =e 1700 [IPO o+ Ce (4.17)

Coba lihat kembali persamaan (4.17), suku kedua merupakan solusi umum dari bentuk

homogen ( lihat persamaan (4.9) atau (4.11) ). Dari sini dapat disimpulkan bahwa
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primitif PD Linear tak homogen adalah solusi khusus bentuk tak homogen

ditambah dengan solusi umum bentuk homogennya.

Contoh :

Cari primitif dari PD : y —y=e*
Tampak bahwa P(x) =-1 dan  Q(x) = e*
Menggunakan (4.17)

y= e/ .Jej_dx e2dx +Cel™
y =eX ._[e‘x e dx + Ce*

y=eX +Ce*

2. Dengan metode variasi parameter

Misalkan penyelesaian PD Linear bentuk homogennya adalah y = r(x), sehingga

memberikan :
r’(x) + P(x).r(x) =0 (4.18)
Andaikan pula solusi dari bentuk tak homogennya adalah
y = r(x).4(x) (4.19)
sehingga bila diderivatifkan ke — X :
y =1 (x).0(x) +r(x). $’(x) (4.20)

Substitusikan (4.19) dan (4.20) ke PD semula (4.13) :
{r'(x).0(x) + 1(x). ¢’(x)} + P(x). 1(x).¢(x) = Q(X)

Atau dapat disusun :

d(x){r’'(x) +P(x).1(x)} + 1(x). $’(x) = Q(x) (4.21)
Mengingat persamaan (4.18) maka persamaan (4.21) dapat direduksi menjadi :
r(x). ¢’(x) = Q(x) (4.22)

Selanjutnya adalah mencari ¢(x):
$(x) = [r) . Q(x).dx+C

Karena r(x) adalah solusi dari bentuk homogennya, berarti : r(x) = e_I Plx)dx , sehingga
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[P(x)dx

o(x) = [e

Dan solusi bentuk tak homogen y = r(x).¢d(x), adalah :

Q(x).dx+C

y = e 1 PO .jef POISX ) dix + Ce T PO (4.23)

Kadang dijumpai dalam PD Linear tak homogen suatu bentuk sebagai berikut :

j—y +P(x).y =y".Q(x) (4.24)
X

PD ini disebut dengan nama PD Bernoulli. Maka untuk menyelesaikan PD tersebut kita

lakukan substitusi :

7=—L  ambil derivatif kex: 92 =1=0 & (4.25)
n-1 dx ndx
y y

Bila persamaan (4.24) kita bagi dengan y" :

l1dy 1

——+ P(x) = Q(x 4.26

S "y P00 =90 (4.26)
Sustitusikan (4.25) ke (4.26) :

1% bz=Qx) (427)

1-ndx

PD dalam persamaan (4.27) dapat diselesaikan dengan cara — cara yang sudah dipelajari.

Contoh :
Diberikan PD : y’ + y = y?, tentukanlah primitifnya !
Bila PD kita bagi dengan y®, maka akan didapat :

FET
y> dx y
Substitusikan:z:i2 dan d_z:—_nZd_y
y dx y" dx
—195+z:1
2 dx
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Soal - soal

Atau : :—)Z(— 2z = -2, menggunakan (4.23) diperoleh :

7 = el .jef 2 o)ix + Cel 2
7 =-2p% .je‘zx +Ce*

7=-1+Ce%

Dan primitif diperoleh dari z = iz , yaitu :

iz =-1+Ce?

y

y

Tentukan primitif dari masing — masing PD Linear Ordo satu berikut ini :

© oo N o a k~ w D RE

[N
o

X(1 - x¥)y +(2x2 -1y =ax®

xy —y=x3+1

(1 +x?)y’ + 2xy = tan x
x+1)y —y=3x*+4x3
(1 +x¥)y +xy=3x°

Xy’ =y+2xy’
y-y=2
ytanx=y

y +ky=e ¥

.y +3y=e>+6
11.
12.
13.
14,
15.
16.
17.
18.
19.
20.

y’+y=10

Xy +y=2x

y’ +y=2sinx

y — 4y =x—2x?
(= 1)y’ =xy
y —2y=1-2x
y’ +xy=2x

y’ = 2y/x + x%.¢e*
y’ +2y=cos X

y’ + 2xy = - 6X

21
22

23.

24
25
26
27

29.
30.
3L
32.
33.
34.

35.

y-y=e ;y1)=0

LY Fy=(x+17; y(0)=0

y =X}y =-4x® ;y(0)=6

.y’ —2y =2cosh 2x + 4 ; y(0)= -1.25
.y —ycotx=2x-x2cot x ;y(l/2m) = 1/4n? +1
Ly (@ +3x Hy=x+2; y=e-1

.y +tytanx=2xcosx ; y(0)=-1
28.

y =2(y-1)tanh x ; y(0) =4

xy'=(1 +x)y ; y(2) = 6¢°
xy =y+x3+ 3x? - 2x

y —2y=e*+1

y.y’ +a.y? = b cos X

Y -y=xy
y +2xy+xy*=0

. {COSX—)OSXSTC
y-2y = ;
loxz=mn

;y(0)=-2
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BAB V

PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR
ORDO LEBIH DARI SATU

Persamaan diferensial linear ordo lebih dari satu, berarti bahwa di dalam PD

m

d7y

tersebut akan ditemui bentuk d_” dengan nilai m adalah bilangan bulat lebih dari satu.
X
Secara umum PD linear ordo n dapat dituliskan sebagai berikut :
dﬂy dn—ly dy
bo(x +by(x F e +b,_1(X)=—=+b,(X).y =0Q(x 5.1
000 +b1 (0= 100 b () y=Q(x)  (5.)

Dengan syarat bo(x) = 0, dan bo(X), b1(x).....ba(X) dan Q(X) bisa merupakan suatu fungsi x
atau bisa juga merupakan konstan. Bila Q(x) = 0 maka akan diperoleh PD Linear bentuk

homogennya :

n n-1
TY by Y
dx" dx "t

Dengan menggunakan simbol operator diferensial ( L ), maka persamaan (5.1)

bo (X) oot bn_l(x)g—){+bn(x).y=0 (5.2)

dapat dituliskan secara singkat sebagai

Ly =Q(x) (5.3)
Dengan bentuk homogennya adalah :
Ly=0 (5.4)
Dalam hal ini L merupakan bentuk singkat dari :
d" d"? d
bo(X) " + by (x) v Forrreens + bn_l(x)& +b,(x) (5.5)

Dan seperti halnya PD Linear ordo satu, maka PD Linear ordo n ini mempunyai sifat — sifat

kelinearan, yaitu bahwa :
L [a.yi(x) + b.y2(x) ] = a.Ly1(x) + b.Ly2(x) (5.6)
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5.1. Himpunan Penyelesaian Yang Bebas Linear
Jika y = yi(X), Yy = y2(x) .... y = yn(X), masing — masing merupakan penyelesaian
dari (5.2), disebut bebas linear jika :
Cryi(X) + Coyo(x) + evvnennnn. + Cn.yn(X) =0
Hanya untuk C; = Cz=...... =Ch=0
Contoh :
Tunjukkan bahwa y = e ~* dan y = 2, merupakan penyelesaian dari y”> —y’ — 2y = 0!

Buktikan pula bahwa keduanya bebas linear !

y=e * — y =-e° % — y’=e¢ %
Makay”’ -y —2y=e X+e *-2e%=0 ( terbukti )
y=eX - y=2e?>* > Yy’ =4e
Makay”’ -y —2y=4eZ-2e2*_2e%=0 ( terbukti )

Agar bebas linear harus dibuktikan apakah Ci.e =% + C2.e® = 0, hanya untuk C1 = C, =0
saja ?

Cie X+ Coe®=0
Derivatifiyake —x: —Cre *+2Co*=0  +

3Ce¥*=0 — C,=0danC:1=0

Terbukti bahwa Ci.e ~* + C,.e = 0, hanya dipenuhi bila C; dan C; nol saja, jadi e ~* dan
e?* saling bebas linear.
Syarat umum :

Jikay = yi(X), ¥ = y2(X) ....., y = yn(X) masing — masing penyelesaian dari (5.2),
maka syarat yang cukup dan perlu agar y = yi(X), ¥ = y2(X) ....., y = yn(X), merupakan

Himpunan Penyelesaian yang bebas linear adalah dipenuhinya :

Y1 Y2 e Yn
yi' Y2 Yn'

W=|y" oy, Yo' |#£0 (5.7)
ZA PR e

Deteminan dalam (5.7) dinamakan Determinan Wronsky atau Wronskian.
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Jika diketahui bahwa :

y = yi(x)
y = ya(x)
Y = Yn(X)
merupakan himpunan penyelesaian yang bebas linear dari (5.2), maka :
y = Cryi(X) + Ca.y2(x) + ...ueeees + Ch.yn(X) (5.8)

merupakan primitif dari (5.2) dan disebut juga sebagai penyelesaian lengkap dari (5.2).

Jika :
1. y = ¢(x) adalah penyelesaian khusus dari (5.1)
2. y = CrLyi(X) + Coyo(x) + ......... + Cn.yn(x) adalah solusi umum bentuk
homogennya
maka :
Yy =¢(X) + Cr.yi(X) + Co.y2(x) +......... + Ch.yn(X), merupakan primitif dari (5.1)

dan disebut pula sebagai penyelesaian lengkap (5.1)

Untuk menunjukkan bahwa y = yi(X), y = y2(x) ....., y = ya(X) adalah penyelesaian dari
(5.2) maka harus ditunjukkan sekaligus tiga hal berikut :

1. yi(X), y2(X) ....., yn(X) harus memenuhi persamaan (5.2)

2. Wronskian # 0

3. banyaknya konstan sembarang = ordo derivatif tertinggi

Contoh :
1. Tunjukkanlah bahwa :

3
3_d y_6xd_y
dx3 dx

berbentuk y = x"

X +12y =0, mempunyai himpunan penyelesaian yang bebas linear

y=x
Wy
dx
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d2

y r-2
—=r(r-1).x
dx
d®y -3
—2 =r(r=)(r-2)x"
dx?

Substitusikan ke PD semula diperoleh :
X3r(r—1)r—2)x 3 —6x(rx"1) +12x'=0
X3(r(r — 1)(r — 2))x".x 2 —6x(rx"x 1) +12x'=0
(rP—3rP+ 2rx" —6r.x + 12x =0
X'(rP-3rP—4r+12)=0
rP—3r2—4r+12=0atau (r+2)(r-2)(r-3)=0
Diperoleh Himpunan Penyelesaian :
y=x2,y=xt;y=x

Periksa apakah ketiganya saling bebas linear, ( syarat Wronskian = 0)

x_2 x2 x3
W=-2x"2 2x 3x? =20
6x* 2 6x

Karena Wronskian = 0, maka ketiganya merupakan himpunan penyelesaian yang

bebas linear.
Sudah ditunjukkan bahwa y = e — x dan y = e 2x adalah penyelesaian yang bebas
linear dariy’’ —y’ — 2y = 0, sekarang tunjukkan bahwa y = — sin x adalah penyelesaian

khusus dari y’” —y’ — 2y = cos X + 3 sin X, cari pula primitif PD ini !

y =-sinX
y’ =—C0S X
y’’=sin x

Sehingga y’’ —y’ — 2y =sin X + c0S X + 2 sin X = c0S X + 3 sin X,
Terbukti bahway = —sin x adalah penyelesaian khusus dariy’’ —y’ — 2y = c0S X +

3sin x.
Dan primitif dari y>> — y> — 2y = cos X + 3 sin X, adalah merupakan jumlah

penyelesaian umum bentuk homogennya ditambah penyelesaian khusus ini.

Primitif PD : y = C1e ~* + Ce ¥ —sin x
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5.2. PD Linear Homogen Dengan Koefisien Konstan
Bentuk umum dari PD Linear homogen ordo n dengan koefisien konstan adalah :

d" d" d
P deJrPl dxn}l/+.........+Pn_1%+Pn.y=O (5.9)

Bentuk ini hampir sama dengan (5.2), hanya saja Po, P1, P2, .... Pn bukanlah
merupakan suatu fungsi, melainkan suatu konstan sembarang. Po tidak sama dengan nol,

biasanya, Po sama dengan satu.

n
Untuk selanjutnya bentuk ;—n akan disingkat menjadi D", sehingga persamaan
X

(5.9) dapat ditulis ringkas sebagai berikut :

(Po.D"+P1.D"" 1+ PoD "2+ ....... +Pn_1.D+Pn)y=0 (5.10)
Persamaan (5.10) disebut pula sebagai persamaan karakteristik. Dan dapat
dituliskan pula sebagai L(D)y=0 (5.11)

Di mana L(D) merupakan suatu polinomial berderajat n, yang dapat diuraikan
menjadi faktor — faktor linear :

LD)=(D-my)(D-—m2)....... (D-—mn) (5.12)
Da mz, my, ... my disebut sebagai akar — akar karakteristik.

Dengan memperhatikan (5.12) maka (5.10) dapat dituliskan pula sebagai :

(D-m)(D-m2)....... (D-—m)y=0 (5.13)
Contoh :

ﬂ—ﬂ—4dl+4y—0 dapat dituliskan :

dx® dx?  dx Bt '

(D*-D?-4D+4)y=0
(D-1)(D?-4)y=0
(D-1)(D-2)(D+2y=0

Dalam mencari akar — akar karakteristiknya pada umumnya akan dijumpai 4 macam kasus
sebagai berikut :

1. Semua akarnya adalah riil dan semua berbeda

MiZ=M2#=M3#...... #* Mpn
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Maka akar — akar ini memberikan sumbangan primitif PD L(D)y = 0 berupa :

y=Ce™ +C,eM™ 1+ .. +C, eM™ (5.14)
2. Semua akar riil, namun ada akar yang sama

Mm=m=....=my=mMm

Mr+1 ZMr2# .. ... # My

mz, My, .... my akan memberikan sumbangan primitif berupa :
y=Cre™ +Cyrxe™ +...+C, xTe™

Dan mrs1,Mrs2, ...... , my memberikan sumbangan primitif berupa :

My, p.X

y=C, "X +C, ,e +..+C,eM

Sehingga primitif PD L(D)y = 0 adalah jumlah keduanya yaitu :

y=Cre™ +Cyrxe™ +...+C, xTe™

+C,, M 4+ C M2 X 4 CeM™ (5.15)

3. Ada akar yang berupa bilangan kompleks

mi=a+bi danm;=a-bi

M3ZMg# .... % My

Maka m1 dan m2 akan memberi sumbangan primitif berupa :
y = Ky.e@hx 4 K, al@-bix

Dengan menggunakan rumus dari Euler :

e(a + bi)x - eax.eibx

= e®(cos bx + i sin bx)
e(a—bi )X - eax.e—ibx

= e®(cos bx — i sin bx)

Sehingga

K1.e@X + K, @)X = K, e™(cos bx + i sin bx) + Ka. €¥(cos bx — i sin bx)
= e¥( (K1+K2)cos bx + i(Ki — K2)sin bx)
= e®( C1 cos bx + C sin bx)

Sedangkan ms, ms .... My memberi sumbangan primitif :

y=Cge™ +C,e™* +....+C,eM*



Dan primitif dari L(D)y = 0 adalah :

Y =e®(Cicosbx + Casinbx) + C3e™* +C,e™* +...+C e

Ada akar kembar yang merupakan bilangan kompleks

mi=my;=a+bi dan mz=ms=a-hi
Ms#=Me % ..... #Mp
Maka primitif dari L(D)y = 0 adalah :

y = e (Cy cos bx + Cz sin bx ) + x.e® ( Cs cos bx + C4 sin bx )

+C5.™ +CeeM™* +....+C, ™ (5.17)

Contoh : Tentukan primitif masing — masing PD berikut :

3 2
jx—z - jx—él - 43—i +4y =0
Maka persamaan karakteristiknya :
L(D)y=(D3-D?-4y+4)y=0
Bila kita faktorkan :
L(D)y=(D-1)(D-2)(D+2)=0
Maka primitif PD adalah :

y = C1.e* + Cp.6>* + Cs.e

dy _d’ ,dy
Y 28y 4% gy-0
dx®  dx? dx Y

Persamaan karakteristiknya :

L(D)y =(D*-2D?*-4D+8)y=0
=(D+2)(D-2)(D-2)=0

Dan primitifnya adalah :

y = Cr.e 2+ Cp.e” + Ca.x.e%

77



2

gx_z - 4j—i +5y=0

Persamaan karakteristiknya :

L(D)y =(D?-4D+5)y=0
=(D-(@2+))(D-(2-0)

Primitifnya adalah :

y=e*(Cicosx+ Czsinx)

d?y dy . )
Y Y 5y] -0
[dx2 dx y]

Persamaan karakteristiknya :
L(D)y =(D?-2D +5)’y=0
=((D-(1+2i))(D-(1-2i))y

Primitifnya adalah :

y = e*( C1. cos 2x + Ca. sin 2x ) + x.e*( Cs. cos 2x + Ca. sin 2x)
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Soal - soal

Tunjukkanlah bahwa Himpunan Penyelesaian berikut ini merupakan solusi dari masing —

masing PD terkait, tunjukkan pula apakah Himpunan Penyelesaian ini bebas linear !
1. (t,1/t) ; 2w (1) +tw’(t) —w(t) =0
2. (el teft%');(D3-3D?+3D-1)w(t)=0
3. (cosh px, sinh ux) ; y’(x) - p2y(x) =0
4. {cos(2Inx),sin(2Inx)};xv’(x)+xv'(x)—4v(x) =0
5 (e4,€e'Inz);zy’(z) + (1 -22)y(2) + (z-1)y(z) =0
6. (z%zcosz,zsinz); {z°D% - 4z°D? + z(8+2%)D — 2(4+2?))w(z) =0

{ 1 1 Asinx
X x1-x2 xy1-x2

8. (cost,sint, cosht, sinht) ;(D*—1)w(t) =0

9. (1,t,¢te');(D*-2D%+DH)v(t) =0
Tentukan primitif dari masing — masing PD berikut ini

10. (D?~-D-2)y=0

11. (6D?~D-1)y =0

12.(D? + 2D - 0.44)y =0

13. (D2~ 1.8D + 5.22)y = 0

14. (n?D? - 4D + 4)y =0

15. (4D? + 12D + 13)y =0

16. (4D? - 12D + 9)y = 0

17. (D*+ 7D + 14.5)y=0

18. (10D? + 12D + 3.6)y = 0

19. (D?+2kD + k2 +3)y =0

20. (D% +3D? - 4D)y =0

21. (D®-3D?-10D)y =0

22. (D® + 6D?+ 11D + 6)y =0

23. (D% +3D?-4D - 12)y =0

24. (4D~ 7D +3)y =0

25. (4D* —8D% —7D? + 11D + 6)y =0

} (X(1-x*)D3+ (3-8x*)D?* - 14xD - 4) y(x) =0
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26. (4D*—16D%+7D?+4D -2)y=0
27.4D* + 4D3 — 13D? — 7D + 6)y =0

28. (4D° — 8D* — 17D° + 12D? + 9D)y = 0
29. (D?-4aD +3a%)y=0; a riil 0

30. (D? - (a+b)D +ab)y=0;adan briil #0

Tentukan penyelesaian khusus dari masing — masing PD :
3l.y” +4y’ +4y=0 ; y(1)=1, y’(1)=2

32. W’ +4w +4w =0 ; w(0)=e !, w(1)=0
3B.w’—6w +8w=0 ;w(1)=3, w(1)=8

34.u” +2u +2u=0 ;u(0)=1, u(0)=0
35.u”—-6u"+9u=0 ;u(0)=0,u’(0)=18

36. (D*+ D?+4D +4)y =0 ; y(0)=0, y’(0)= -1, y’(0)=5
37.y =16y =0 ; y(n)=0, y’(m)=0

38. (D*+ 2D +2)y=0 ; y(0)=1, y’(0)= -1

39. (D?+4D + 4 + )y =0; y(1)=-1/e?, y’(1)= (2+2n)/e?
40. (9D% + 6D + 1)y =0 ; y(-3)=10e ~ 27.18 y’(-3)= -19/3 & ~ —17.22
41. (D?-0.2D + 100.01)y = 0 ; y(0)=0, y’(0)=40
42.(8D%+2D - 1)y =0 ; y(0) = 5/2, y’(0)= — 13/8

43. (D?-0.1D-3.8(y =0 ; y(0)= 3.9, y’(0)=7.8
44.(D*+ D +0.25)y =0 ;y(2) = 50e ~ 18.39, y’(2)=0
45.y° —16y=0 ;y(n)=4, y’(n)=0
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5.3. PD Linear Tak Homogen Dengan Koefisien Konstan
Bentuk umum dari PD Linear tak homogen ordo n dengan koefisien konstan ini

adalah :

n n-1
p, IV, p ¢ Y
dx" dx "~

Dan bentuk tak homogen ini senantiasa terkait erat dengan bentuk homogennya :

d
o P % TP,y =0Q(x) (5.18)

an dn—l d
Py dXZ+Pl dxn}l/+.........+Pn_1%+Pn.y=0 (5.19)

Secara ringkas PD ini dapat pula dituliskan :
(Po.D"+P1.D"" 1+ P D" 2+ ....... +Pro1.D+Pr)y=0Q(x) (5.20)
Dengan Py, Py, P, .... Pnadalah konstanta dan Po tidak sama dengan nol. Dan seperti halnya

bentuk homogennya, persamaan karakteristik (5.20) dapat pula diuraikan menjadi bentuk

(D-my)(D-m2)....... (D—mn)y=0Q(x) (5.21)
atau L(D)y = Q(x) (5.22)
Untuk menentukan primitif dari (5.22) ditempuh melalui langkah berikut :
1. Cari penyelesaian umum bentuk homogennya
2. Cari penyelesaian khusus bentuk tak homogennya
3. Primitif PD Linear tak homogen = penyelesaian khusus bentuk tak homogen +

penyelesaian umum bentuk homogennya

Contoh :

2
ay _pdy

+2y =¢*
dx?  dx Y

Diberikan PD

Penyelesaian umum bentuk homogennya adalah
ye = C1.2 + Co.&*

Penyelesaian khusus bentuk tak homogen adalah
Yp = — X.e¥

Primitif PD : y = — x.e* + — x.e*
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Yang menjadi masalah sekarang adalah bagaimana mencari penyelesaian khusus
bentuk tak homogen tersebut? Ada beberapa cara yang dapat dilaksanakan untuk mencari
penyelesaian khusus tersebut :

1. Membuat persamaan karakteristik menjadi pecahan — pecahan parsial, dengan jalan

Bagi : L(D)y = Q(x) dengan L(D)

@()=@Q()

=@Q( )
Uraikan L(D) atas akar — akarnya :
1
=0 m)O-mp)..0-mpy)

Pecahan di atas dapat diubah menjadi pecahan parsial berikut :

A
n 5.23
y= (D_ )Q()( Q00+t 5 Q) (5.23)

Misalkan :

Uy (x) = (A R

Bentuk ini merupakan PD linear ordo satu, dan dapat dituliskan dalam bentuk :
duy (X)

—my.ug () = A1.Q(X)
yang memberikan penyelesaian :
U () = Al ™ Qe 1™ ax

Hal yang sama dilakukan terhadap suku — suku yang lain, sehingga akhirnya
diperoleh :
Yp = U1(X) + U2(X) + Us(x) + ....... + un(X) (5.24)
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Contoh :

Diberikan PD : Q —~ 3d_y +2y =¢*, tentukan primitifnya !
dx dx

Persamaan karakteristik PD tersebut :

(D?-3D+2)y=0
Dan bila diuraikan atas akar — akarnya :

(D-1)(D-2)y=0
Penyelesaian umum bentuk homogen ini diberikan oleh :

Yo = C1.e¥ + Cp.e%
Sekarang tinggal mencari penyelesaian khusus bentuk tak homogennya . PD kita bagi

dengan (D —1)( D —2) sehingga berbentuk :

1 1
——  _(D-)(D-2)y=——_¢*
(D—1)(D—2)( ) )y (D-)(D-2)
)F;ex

(D-1H(D-2)
Pecahan _t dapat diubah menjadi pecahan — pecahan parsial :
(D-1)(D-2)
1 A B

(D-D(D-2) (D-1) (D-2)
_A(D-2)+B(D-))
~ (D-1)(D-2)

_ (A+B)D+(-2A-B)
~ (D-1)(D-2)

Maka dari persamaan di atas kita peroleh dua buah persamaan, untuk mendapatkan berapa
harga Adan B :

A+B =0

—2A-B=1
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Dari kedua persamaan ini diperoleh A = —1 dan B = 1, sehingga dapat dituliskan :

1 1 . 1
(b-H(d-2) (O-) (D-2)

y

Bila diselesaikan :

Uy = L e — %—ul =—e* memberikan u; = — x.e*
(D-1) dx
1 :
dan U, = e* - du—2—2u2 =g~ memberikan u; = — &*
(D-2) dx

Sehingga penyelesaian khusus bentuk tak homogennya adalah :
Yp = — X.e5—¢*
Primitif PD adalah : y = C1.eX+ C.e® + — x.e¥— e atau :
y = (Ci— 1)e* + Cp.e% — x.e* atau :

y = C3e* + Ca.e¥ — x.&*

2. Dengan metoda variasi parameter
Diberikan PD :
n n-1
dy +P; a7y ST Pn_ld—y+ Ph.y =Q(x)
dx" dx" L dx

Misalkan ditemukan bahwa y = yi(X), ¥ = y2(X), .... y = yna(X), merupakan
penyelesaian bentuk homogennya. Karena sifat kelinearan, maka :
Y =Yi(X) + ya(x) + ... + yn(X)
juga merupakan penyelesaian PD tersebut.
Misalkan :
Y = 01(X)y1(X) + d2(X)y2(x) + ... + dn(X)Yn(X)
merupakan penyelesaian bentuk tak homogennya.
Derivatif pertamanya :
Y = 01(X)yr’ (%) + d2(X)y2’(x) + ..... + dn(X)yn’(X)
+ 01’ (x)y1(X) + ¢2’(X)y2(X) + ... + I’ (X)yn(X)
Bila diambil

01’ (X)y1(X) + ¢’ (X)y2(x) + ... + oo’ X)yn(x) =0 (5.25)
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Maka :
Y = g1(X)yr’ (%) + 02(X)y2’(x) + ... + dn(X)yn’ (%)
Derivatif keduanya adalah :
Y7 =010y (X) + g2(X)y2"(x) + ... + dn(X)yn" (%)
+ 01’ (X)y1’(x) + 02’ (X)y2 (%) + ... + dn’ (X)yn’(X)
Ambil : 1’ (x)y1’ (%) + §2°(X)y2°(X) + +.... T O’ (X)yn’(X) = 0 (5.26)
Demikian dilakukan hingga derivatif ke n, dan memberikan :

01’ (X)y1"(X) + ¢2’(X)y2"(x) + ... + ¢’ (X)yn"(X) = Q(X) (5.27)
Dan akhirnya dari langkah — langkah di atas akan dijumpai suatu persamaan linear

dengan n variabel yaitu ¢1’(x),02’(x),.....0n°(X), yang bila disusun dalam bentuk

matriks :
Yi Y2 o Yo |01 0
yi' Yo' oo Yo 27| _| O (5.28)
yi© Yo" e Yo' 6] [Q(X)

Dengan menggunakan teorema Cramer, maka ¢1’(x),02’(x),.....on°(x), dapat
dicari, selanjutnya dengan mengintegralkan ¢1’(x),$2’(x),.....0n’(X), akan diperoleh
$1(X),d2(x),.....0n(X). Sehingga penyelesaian khusus bentuk tak homogen adalah :

YP = 42(X)y1(X) + dp2(X)y2(x) + ... + dn(X)Yn(X) (5.29)

Dengan mengingat bahwa y = y1(x) + y2(x) + ..... + ya(X) merupakan penyelesaian

bentuk homogen PD terkait.

Contoh :

o d2y dy X -
Diberikan PD : — —-3—=+2y =¢e", tentukan primitifnya !
dx dx

Sudah dicari sebelumnya bahwa yc = C1.e* + C2.e** merupakan penyelesaian umum
bentuk homogen. Sekarang kita misalkan bahwa y = ¢1(x).€* + ¢2(x).e>* merupakan

penyelesaian PD bentuk tak homogen.

Maka berdasarkan 5.28 dapat disusun suatu persamaan linear :
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Lol
eX 22 ¢, [€F

Dari teorema Cramer dapat diperoleh ¢1” dan ¢2’

O e2X
oy eX 2| _g% .
1: = = —
eX e2x eSX
eX  2e%
e 0
. e’ e —e -X
(I)Z_ X 2X - 3x =€
eX e e
eX 2%

Bila diintegralkan diperoleh

d1(X) = X+ Cy dan  ¢2(X) =e X+ C>
Dan primitif PD diberikan oleh :

y = ¢1(X).€* + d2(x).6

y = (-x + C1)e* + (e ¥+ Cp) e

y =—Xx.e*+ (Cy + 1)e* + Cp.e*

y =y = Cse* + Cp.6%* — x.&*

Ternyata memberi hasil yang sama dengan metoda sebelumnya

Contoh lain :

3
Diberikan PD : day +j—i = cScX, tentukan primitifnya !

dx®
Susun dahulu persamaan karakteristiknya :
(D*+D)y=0
Bila diuraikan :
D(D*+1)y=0
Akar — akar karakteristiknya adalah D = 0 dan D = + i, maka penyelesaian umum bentuk
homogennya adalah :

y =C1 + Cz cos x + Cz sin X
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Misalkan primitif PD adalah : y = ¢1(x) + d2(x).cos x + ¢3(X).sin X, maka dapat disusun

suatu persamaan linear :
1 cosx sinx || ¢ 0
0 —sinx cosx [¢,"|=| O
0 —cosx —sinx| d3' CSCX

Dan dengan menggunakan Cramer dapat dihitung ¢1’,¢2°,03".

0 CosX  sinXx

0 -—-sinx cosx
,_[escx  —cosx —sinX
"1 cosx sinx

0 -—sinx cosx

0 —cosx -—sinx

= CSCX

1 0 sin X
0 0 COSX
. |0 cscx  —sinx
d,'= - =—cotX
1 cosx sin X
0 -—-sinx cosX

0 —cosx -sinx

1 cosx 0
0 -sinx 0
. |0 —cosx cscx
b3'= —=-1
1 cosx sin X
0 -—-sinx cosx

0 —cosx -—sinx

Bila diintegralkan :

d1(x) = Icscxdx = —In[cscx —cotx]+C;
ho(x) = j—cotxdx =—Insinx+C,

¢3(x):j—dx:—x+C3

Dan primitif PD adalah :
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y = ¢1(X) + d2(X).cos X + d3(X).sin X
y=—In[cscx—sinx]+ Ci—(Insinx)cos x + C2.cos X — X.sin X + Ca.sin X

y = Cz1 + Cz.co8 X + Ca.sin X — In [ csc X — sin x ] — (In sinx)cos x — x.sin X

Dapat dicoba menggunakan metoda 1, dicek apakah memberikan hasil yang sama.

3. Dengan metoda koefisien tak tentu
Diberikan PD :
dny dn—ly dy
+P; o ST P”_l& +P,.y =Q(X)

dx"
Akan ditentukan penyelesaian khusus bentuk tak homogen, dengan menggunakan

koefisien tak tentu. ( Metoda ini hanya dapat digunakan untuk beberapa bentuk

khusus saja )

Kasus I : Q(x) = A.e”, di mana A.e” bukan penyelesaian bentuk homogen
Misalkan y, = eP* penyelesaian bentuk tak homogennya, maka bila diderivatifkan sebanyak
n kali dan disubstitusikan ke PD semula, akan didapat bentuk :

(p"+Prp™t+ .....+Pn1.p+Pn) Ce”™=Ae

A (5.30)
(p" + Pl.p”‘1 +..+ Py p+Py)

Sehingga: C =

Contoh :

2
j—z + 3j—i -2y = 3.e7°% tentukan penyelesaian khusus bentuk tak homogen !
X

Misalkan penyelesaian khusus itu adalah y, = C.e ~*
Maka diperoleh : yp’ =—5.C.e ™™ dan yp”’ =25.Ce >

Substitusikan ke PD :
(25-15-2).C.e X=3e

Diperoleh: C= g
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Sehingga penyelesaian khusus bentuk tak homogen adalah :

3 _
Yo = g-e >

Bagaimana primitif PD tersebut ?
Jika: Q(x) = e™, dan p merupakan akar karakteristik dari PD terkait, yang berulang
sebanyak k kali, maka permisalan yang diambil haruslah berbentuk y = C.x*.e™. ( disebut

penyelesaian multiplisitas k ).

Contoh :

1. jxiz + j—i —2y =5, cari penyelesaian khusus bentuk tak homogen!

Persamaan karakteristiknya :
(D?+D-2)y=0
(D+2)(D-1)y=0
karena bentuk e* merupakan salah satu solusi bentuk homogennya, maka kita ambil
permisalah penyelesaian khusus bentuk tak homogen adalah y, = C.x.e*
Dan diperoleh yp’ = C.e*(1 + x) dan yp”’=C.e¥(2+Xx)
Substitusikan ke PD :

(2+x+1+x-2x)C.e*=5.e"

3.Ce* =5¢"
Dan C=5/3

Sehingga penyelesaian khusus y, = 5/3. e*

2

2. ZX—Z—4j—i
Persamaan karakteristiknya :
(D?’-4D+4)y=0
(D-2)(D-2)y=0

Karena e merupakan solusi bentuk homogen yang berulang 2 kali, maka kita

+4y =5e%% cari penyelesaian khusus bentuk tak homogen !

ambil permisalan untuk penyelesaian khususnya berbentuk y, = C.x%.e**

Sehingga diperoleh :
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yp' = C.e?(2x? + 2x)
V= C.e®( 42 +8x+2)
Substitusikan ke PD semula, akan diperoleh bentuk :
(4X% +8X + 2 — 8x? — 8X + 4x? )C.e¥ = 5.
Dan akan didapatkan bahwa C = 5/2
Sehingga penyelesaian khusus tersebut adalah y, = 5/2.6%

Kasus Il : Q(x) = A cos bx atau Q(x) = A sin bx atau Q(x) = A cos bx + B sin bx
Maka untuk menentukan penyelesaian khusus bentuk tak homogennya harus kita ambil
bentuk : y = C1 cos bx + Cz sin bx. (5.31)
Jika Cz cos bx dan C; sin bx, terkait dengan penyelesaian umum bentuk homogennya yang
berulang sebanyak k kali, maka permisalan yang kita ambil haruslah berbentuk
y = C1.xX.cos bx + Co.x* sin bx (5.32)
Contoh : Tentukan penyelesaian khusus bentuk tak homogennya dari PD berikut !
1. (D?+ 4 )y =10 cos X
Penyelesaian bentuk homogennya adalah :
yc = C1 €0s 2 X + C; sin 2X
Dan penyelesaian khusus tak homogen dapat diambil dalam bentuk
Yp = A C0S X + B sin X
Sehingga dapat ditentukan pula bahwa :
yp’ =— Asin X + B cos X
Yp’’=— A cos X — B sin x
Substitusikan ke PD semula dan kumpulkan atas suku — sukunya maka diperoleh :

3 Acosx+3Bsinx =10 cos x

Dan persamaan ini akan memberikan harga : A = % danB=0

Sehingga yp = % COS X

2. (D?+1)y=sinx
Penyelesaian umum bentuk homogennya adalah :

ye = C1 cos X + Ca sin x
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Maka penyelesaian khusus bentuk tak homogennya kita misalkan :
Yp =A.XCos X+ B.xsinx
Yp’ =A (cosx—XSsinx)+ B(sinx+XxcosXx)
Yp'’=A(—-2sinx—xcosx)+B(2cosx—xsinx)
Bila kita substitusikan ke PD semula dan kita kelompokkan atas suku — sukunya,
maka akan diperoleh :
—2Asinx+ 2B cos x=sinXx
Persamaan ini memberikan harga A = - % dan B = 0, sehingga

Yp = —1/2 cos X

3. (D?+4)y=10cos2x—sin 2 x
Penyelesaian umum bentuk homogennya adalah :
Ye = C1 cos 2x + C; sin 2Xx
Maka kita ambil permisalan untuk penyelesaian khusus bentuk tak homogen adalah
Yp =A.XC0S2X + B.xsin 2 x
Yo' = A (cos2x —2.X.8in2x ) + B (sin 2x + 2.X.cos 2X )
Yo’ =A (—=4sin2X—4.x.c0s 2x ) + B (4 cos 2x — 4.X. sin 2x)
Bila kita susbstitusikan ke PD semula dan pisahkan suku sinus dan cosinus, maka
akan didapatkan :
Sin 2x.(—4A) + cos 2x.( 4B ) = 10 cos 2x — sin 2x

Dan akan didapatkan bahwa A = % dan B = g sehingga penyelesaian khusus

bentuk tak homogen adalah :

Yp = i .X.COS 2X + E .X.sin 2x
4 2

Kasus I11 : apabila Q(x) = x" + x™ + .... + x + K, maka untuk menentukan penyelesaian
khusus bentuk tak homogennya, dapat kita ambil permisalan :
Vo= ALxX"+ Ao x4+ L+ Apnx + AnK (5.33)
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bentuk ini sebenarnya dapat pula dituliskan sebagai : x".e% + x" e+ ... +x e + Ke?, dan
apabila PD mempunyai akar karakteristik 0 yang berulang sebanyak k kali, maka
permisalan yang kita ambil haruslah berbentuk :

Yo = XSCALX" + Ao X"+ L+ A X + AnK) (5.34)

Contoh :

Diberikan PD : ( D? — D )y = x?, tentukan primitif PD tersebut !

Persamaan karakteristiknya adalah :
D(D-1)y=0

Sehingga penyelesaian umum bentuk homogennya :
ye = C1 + Co.e

Untuk mencari penyelesaian khusus bentuk tak homogen, maka kita misalkan :
yp = AX3 + B.x? + C.x + D, dan akan didapatkan pula
yp' =3AX2+2B.x+C
Yo =6A.x + 2B

Bila kita susbstitusikan ke PD, akan diperoleh bentuk :
~3AX*+(6A-2B).x+(2B-C)=x

Dari persamaan di atas, ada 3 persamaan yang diperoleh yaitu :
-3A=1 (6A-2B)=0 (2B-C)=0

Dan bila diselesaikan maka didapatkan harga — harga :

A=-1 B=-1 C=-2
3

Dan penyelesaian khusus bentuk tak homogen :

1
Yp = —§x3—x2—2x

Primitif PD adalah y = C; + Ca.e —%XS — X2 - 2%

Kasus IV : Q(x) = sinh ax , atau Q(x) = cosh ax, bentuk sinh ax dan cosh ax ini dapat

diuraikan sebagai berikut :
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ax _ ,—ax ax —ax
sinh ax _& ¢ coshax _& fe (5.35)
2 2
Dan bila sudah diuraikan demikian maka langkah untuk mencari permisalan penyelesaian

khusus bentuk tak homogennya menjadi seperti pada kasus | di atas.

5.4. Teorema Oliver Heaviside

Pada bab terdahulu sudah kita pelajari bersama, berbagai metode yang dapat
ditempuh untuk mencari bentuk penyelesaian khusus dari bentuk tak homogen suatu PD
Linear ordo n. Pada bab ini akan diperkenalkan suatu metode yang jauh lebih singkat untuk
mencari penyelesaian khusus tersebut ( y, ). Teorema ini dikembangkan oleh Oliver
Heaviside (11890 ).

Diberikan PD : L(D)y = Q(x)
Maka untuk menentukan penyelesaian bentuk tak homogen, seperti pada metoda
sebelumnya, PD kita bagi dengan L(D), sehingga :

= {5 Q%
Kasus I : Q(x) = e*

. 1
a. Jika L(a) = 0 maka iea" ax

=——¢e (5.36)
L(D) L(a)
. 1 ax l ax
b. Jika L(a) =0 namun L’(a) # 0 maka ——e*" =X.——¢ (5.37)
L(D) L'(a)
c. Jika L(a) =0 dan L’(a) = 0, namun L’’(a) = 0, maka Leax =x2. 1 e
L(D) L"(a)
(5.38)

Contoh :
Tentukan penyelesaian khusus bentuk tak homogen dari PD berikut
1. (D®-2D?-5D +6)y=e¥*
1 1
(4% —2.42 _54+16) e
2. (D*-2D?-5D+6)y=e*
Karena L(3) = 0, maka cari turunan dari L(D), yaitu : L’(D) = 3D?—-4D -5

Yo =
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Sehingga L’(3) = 10

1 3x
= —X.e
Yp 10

(D*-5D?+8D —4)y =e*
Baik L(2) maupun L’(2) adalah sama dengan nol, sehingga kita cari L’’(D), yakni
L’(D)=6D —10,dan L’’(2) = 2. Maka :

yp= —x2.e
2

Kasus Il : Q(x) = sin (ax + b)

a. Jika F( —a%) = 0 maka s-sin(ax +b) = 5-sin(ax +b) (5.39)
(D) -a“)
b. Jika F( —a?) = 0 namun F’( -a?) # 0, maka :
sin(ax +b) = x. sin(ax + b) (5.40)

C.

F(D?) F(-a?)

Jika F( —a%) =0, F’( —a%) =0, namun F’( —a?) # 0, maka

sin(ax +b) = x2.

= F”(__az)sin(ax+b) (5.41)

Rumusan di atas berlaku pula untuk Q(x) = cos (ax + b)

Contoh :

Tentukan penyelesaian khusus bentuk tak homogen dari PD berikut :

1.

(D? + 4)y = sin 3x

a = 3 sehingga a®> = 9 dan —a? = -9

Yp = sin 3x , ganti D? dengan -9, sehingga :

D2 +4

Yp = sin3x:—%sin 3X

-9+4
(D? + 4)y = cos 2x
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a=2;a%=4dan—-a?= -4, karena F( —a%) = 0, maka L(D) kita turunkan sehingga

Yp = x.%.cos 2x , karena —a? harus menggantikan bentuk D?, maka yj, Kita kalikan

D o
dengan — , menjadi :

D

D . ) .
Yp = x.—20032x , gantikan D~ dengan —4, memberikan :

1 . _d S I
Yp= — g.x.D(cost) , mengingat D = a maka bila kita operasikan :
X

1 : 1 .
= ——.X(=2sIn 2x) = =.x.sin 2X
Yp 3 ( ) 4

. (D?+3D-4)y=sin2x

a=2:a’=4dan-a’= -4

yp = —————sin 2x, ganti D? dengan — 4
" D213D-4
Y= 35 3 sin 2x , bila kita kalikan dengan sekawannya :
1 3D+8
Yp= ———. .sin 2x
3D-8 3D +8
3D+8 . .
Yp = 2—+S|n 2x , gantikan D? dengan — 4
9D“ - 64
p= W dan bila kita operasikan akan memberi hasil :
6Cc0s2X +8sin 2x 3 2 .
Yo = =——C0S2X ——S5sin 2X
-100 50 25
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Kasus 1 : Q(x) = x™

1 m 2 m
——Xx " =(ay+a,D+a,D° +..... +a,D").X
I(D) (0 1 2 m )

m (5.42)

Contoh :
Tentukan penyelesaian khusus bentuk tak homogen untuk PD berikut :

(2D?+2D+3)y=x>+2x-1

Makayp= ———————x?+2x-1.
" 2D242D+3
Bentuk 5 Kita bagi secara sederhana seperti berikut :
2D +2D+3
E_ED_ADZ
3 9 27
3+2D+2D71
1+ 2p+2p?
3 3
_ED_EDZ
3 3
_ED_EDZ_ED3
3 9 9
_2p2,4p3
9 9

Pembagian ini selesai sampai didapat bentuk D?, sesuai dengan pangkat tertinggi dari Q(x)

Setelah dilakukan pembagian tersebut, maka yp dapat dituliskan kembali sebagai berikut

Yw=13"4

- (1 2D——2—D2(x2+2x—1)
3 9 27
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2

. d . . . :
Bentuk D? berarti — ,dan bila bentuk di atas kita operasikan akan mendapatkan

dx
_12.2 2
o= 3% T9N T 7

Kasus IV : Q(x) = v(x).e®, di mana v(x) merupakan fungsi sembarang dalam x

ﬁ(v(x).eax ): e

L(D+a) V(X) (5.43)

Contoh : Tentukan penyelesaian khusus bentuk tak homogen dari PD berikut :
1. (D?—4)y=x2e¥
a = 3, pindahkan suku &> ke depan, dan ganti setiap D dengan (D + 3)

Yp = e?’x —1 .X2
(D+3)%2 -4
1 - . . :
Yp = ¥ X2, bentuk ini dapat diselesaikan seperti kasus I11

D? +6D+5

Yp = e (E _5 D+ 3L Dzsz , bila dioperasikan akan memberikan hasil :

5 25 125

62 o 12 eax 12 e

Yo= 125 125° 5

2. (D?+ 2D + 4 )y = sin 2x. &
y 1

5 sin 2x
(D+D)“+2(D+1)+4

Yo=¢€

X

yp = €0 —————sin 2x, selesaikan seperti pada kasus Il
D®+4D+7
1 .
= e ————sin2x
Yo —4+4D+7
yp = e* sin 2x , kalikan dengan sekawannya :

D+3
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. 1 4D-3

=e ) .sin 2x
Yo 4D+3 4D-3
Yp = eXLz_?’sin 2X
16D“ -9
4D -3 .
= eX — " sin2x
Y —64-9

Bila dioperasikan maka akan kita peroleh :

Yo = —%ex (8c0s2x — 3sin 2x)

Kasus V : Q(x) = x.v(x), dimana v(x) merupakan fungsi sembarang dalam x.
1 L'(D)
LD 7 (D)’

V(X) = X (5.44)

mx. V(X) —

Contoh : Tentukan penyelesaian khusus bentuk tak homogen dari PD berikut ini
1. (D?+ 3D +2)y = x. sin 2x

L’(D)=2D +3

(L(D))?=(D2+3D+2)2=D*+6D%+13D?+ 12D + 4

_ 1 . 1 . 2D +3 .
yp——Tr—————xstX=x:7?—————sm2x— 2 3 3 sin2x
D“+3D+2 D“+3D+2 D™ +6D" +13D“ +12D +4

Menyelesaikan x.;sin 2x , selesaikan seperti kasus 11 :

D2 +3D+2

a=2;a’=4 dan —a®= -4, ganti D> dengan — 4

1 . 1 .
X.—————5in2X = X.——————sin 2x
D? +3D +2 -4+3D+2

! 5 sin 2x , kalikan dengan sekawannya :

1 3D+2 . 3D+2
Sin 2x = X.

X. : sin2x , ganti D? dengan — 4
3D-2'3D+2 9D2 _4

- 3D+2 sin 2x =w, operasikan bentuk ini hingga diperoleh :

—36-4 —40

— i.x.cost - i.x.sin 2X
20 20
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2D+3
D* +6D% +13D% +12D + 4
a=2;a%=4dan-a?=—4, ganti D> dengan — 4
2D +3 2D +3

- Sin2X = — sin 2x
D% +6D%+13D% +12D +4 (—4)? —24D-52+12D + 4

Menyelesaikan : — sin 2x, seperti kasus |1

2D+3 . 2D +3
————————sinN2Xx=———
-32-12D 32+12D

- 12D+ 3sin 2x , kalikan dengan sekawannya :
3D+38
2D+3 3D-8
3D+8 3D-8
6

sin 2x

.sin 2X

Z.
1
.
D2 -7D-24

1
4 9D?_p4

= - &.(GD2 —-7D - 24)sin 2x, dan bila dioperasikan :

sin 2x , ganti D? pada penyebut dengan — 4

= isin 2X + Lcost + isin 2X
50 200 50

Sehingga penyelesaian khusus bentuk tak homogen dari PD tersebut adalah :

Yp = —i.x.c032x —i.x.sin 2X + isin 2X +Lc032x +isin 2X
20 50 200 50
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SOAL - SOAL

Tentukan primitif dari masing —masing PD berikut !

1. (D?+D-2)y=2x-40cos 2x 31, y’+2y +5y=8¢e ;y(0)=0,y(0)=8
2. YU -y =4e*+3e* 32. (D?-2D+3)y= X3 +sinx

3. (D?*+D)y=-cosx 33. (D*-2D+4)y=x4+3x2-5x+2

4, (D*-6D+9)y=¢ 34. (D*+2D%-3D?)y = x? + 3e® + 4sin X
5. (D?+3D+2)y=12x? 35. (D?-4D + 3)y = 2.x.e% + 3e*cos 2x

6. (D?+3D+2)y=1+3x+x? 36. (D?-1)y=x2sin 3x

7. (D?*+9)y="5¢—162.x 37. dy” +y=2;y(m)=0,y(m) =1

8. (D*+9)y=5¢—162.x* 38. X+4%+5x =8sint

9. (D*-4)y=ex+2 x(0) = 0 X(0) =0

10. (D?2-1)y=10sin?x

39. 2y’ -5y —3y=-9x*-1
yo=1, y(@0=0

40. y”’ + 6y’ + 13y =60 cos x + 26 ; y(0) =0,
y(0)=1

11. (D?+ 1)y =12 cos’x

12. (D?+4)y=4sin’

13. y”’ -3y —4y=16.x— 50 cos 2x

14. vy’ — 4y’ + 3y =20 cos X

15. (D®+D?-4D —4)y=8x + 8+ 6e*

16. (D®-3D?+4)y =6+ 80 cos 2x

17. (D3+D2-4D - 4)y=3e*—4x -6

18. y’ +y=sec’tcsct

19. (D3+D?)w=4

20. W’ + 2w’ +w =7+ 75 sin 2t

21, w420 +2u+sinz+2cosz=0

22. r’’(0) +r(0) =sin 6. cos 6

23,y +4y=3e¥*-cosz

24. W’ +w=cotz.cscz

25. (D®+3D?+3D+ 1)x(z) =z.e?

26. 1r’’(0) +r’(0) — 2r(6) = 206 — 4 cos 20

27. (D?+1)y=10.6>;y(0)= y’(0)=0

28. (D?+3D)y=—18x ;y(0)=0, y’(0) =
5

29. y”’ + 9y =81x2 + 14 cos 4x
y(0)=0,y(0)=3

30. (D% +4D?+ 9D + 10 )y = —24¢* ; y(0)
=0, y’(0) =4, y’(0) = 10
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BAB VI

PERSAMAAN DIFERENSIAL SIMULTAN

Persamaan Diferensial Simultan adalah suatu sistem persamaan diferensial yang
diberikan dalam bentuk sebagai berikut :

FL G Y 65, Y%, Ve, )=0

Fo (X, Y, 6%, Y, %, Vo) = 0 (6.1)

Simbol titik / dot di atas x dan y, menunjukkan diferensiasi ke —t, misalnya :

dx o d%x
X=— X=—F>- dan seterusnya 6.2

m it y (6.2)
Dalam PD Simultan ini dimaksudkan untuk menentukan harga x dan y yang dinyatakan

dalam fungsi t.

Contoh :
1. Tentukan primitif dari PD Simultan berikut ini :
dx .
—+X-=-2y=sint ...(1
L TXY (i)
%+x—y:3t (i)

Dengan menggunakan simbol operator : D = % maka persamaan (i) dan ( ii),

dapat Kita tuliskan kembali sebagai :
(D+1)x - 2y=sint...(ia)
X+(D+1)y=3t .. (ii.a)

Bila kita cermati, kedua persamaan di atas ( i.a ) dan ( ii.a ) merupakan dua buah

persamaan linear dalam x dan y, dengan menggunakan teorema Cramer dapat kita

cari harga x dan y.
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Mencari X :

sint -2

“ 3t (D-1) _(D-Dsint+6t
D+ -2 D% +1
‘ 1 (D-1)

cost—sint + 6t
X = >
D +1

(D?+1)x=cost—sint+ 6t

Persamaan ini merupakan suatu PD Linear tak homogen, primitif dapat kita cari
dengan metoda — metoda yang sudah dipelajari pada bab terdahulu.

Penyelesaian umum bentuk homogennya diberikan oleh :

Xc=Cicost+Casint

Dan penyelesaian khusus bentuk tak homogen :

Xp = (cost —sin t + 6t)

D% +1
Dan bila kita selesaikan akan mendapatkan hasil :
Xp = 1t.cost +1t.sin t+ 6t

2 2

Sehingga :

Xx=Cicost+Cosint+ %t.cost+%t.sint+6t

Mencariy :

Untuk mencari primitif y, dapat kita substitusikan harga x yang sudah kita dapat ke
persamaan (i.a) :

(D+1)x-2y=sint

(D+1).(Cicost+Cysint + %t.cost+%t.sint+6t) —sint=2y

Bila kita operasikan akan memberikan :
(Ci1+Co+¥%)cost+(Co-Ci—%)sint+tcost+6+6t=2y
y=%.{(Ci+Co+%)cost+(Co—Ci1—%)sint+t.cost+6+6t}
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Selain cara di atas, y dapat pula dicari dengan menggunakan teorema Cramer,

seperti pada waktu mencari x.

(D+1) sint
|1 3t]  (D+)3t-sint
Cloy -2 D? 41

1 (D-))

3+3t—sint
y=——>——.atau

D°+1

(D?+1)y=3+3t-sint

Merupakan PD Linear tak homogen.
Penyelesaian umum bentuk homogennya adalah :
ye = Cs.cost + Casint

Dan penyelesaian khusus bentuk tak homogen :
1

- D%+1

Bila diselesaikan akan didapatkan :

Yp (3+3t—sint)

Yp=3+3t+%t.cost
Sehingga primitif : y = Cs.cost+ Ca.sint + 3+ 3t + %2 t.cost
Bentuk ini sama dengan bentuk yang diperoleh sebelumnya. Mengapa ?

Akhirnya primitif PD Simultan di atas diberikan oleh :
x=Cicost+Cysint + %t.cost+%t.sint+6t

dan y=Cas.cost+ Casint+3+3t+%t.cost

Diberikan PD simultan berikut ini, tentukan primitifnya !

dx dy t .
—+——-4x-y=¢

dt " dt Y (1)
z—):+3x+y:0 (1)
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Dengan menggunakan operator D, maka ( i) dan ( ii ) dapat dituliskan dalam bentuk

(2D-4)x+(D-1)y=¢' ...(ia)

(D+3)x + y =0 .. (iia)
Mencari X :
el (D-1
0 1 el
X = =
(2D-4) (D-1)| —(D?+1)
(D+3) 1
(D?+1)x=—¢

Merupakan PD Linear tak homogen
Xc=Ci. cost+ Ca.sint
Xp=—Ys '

Sehingga : x = C1. cost+ Co. sint — % €'

Mencariy :
(2D-4) e

_ [(Bb+3) © :(D+3).et
(2D-4) (D-1| (D?+1)
(D+3) 1

_e'+3el 4¢
(D2 +1) (D% +))

Bila kita selesaikan PD Linear tak homogen di atas akan diperoleh :
yc = Cs.cost+ Ca sint
Yp = 2.6
Yy =Yc+Yp=Cscost+Cssint+2.e
Dan akhirnya primitif PD Simultan di atas diberikan oleh :
Xx=Ci.cost+ Cosint—"%e
y = Cs.cos t + Ca. sint + 2.¢
Untuk mencari y dapat dicoba dengan mensubstitusikan x yang telah diperoleh ke

persamaan ( ii.a ). Bandingkan hasilnya !
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3. Diberikan PD Linear Simultan berikut ini :
(D?-2)x- y=e* .. (i)
X +(D?+2)y=0 ...(ii)
Tentukan solusi PD tersebut bila diketahui pula: (t=0,x =y=1,danDx =Dy =0)

Mencari X :
et -3

(10 (©+2) _(D®+2)e!
(D2-2) -3 D*-1
1 (D% +2)
6eZt

X = '4 , atau
D% -1

(D*-1)x=6.e"

Penyelesaian umum bentuk homogennya :

Xc = Cr.et+ Co.e' + Ca.cost + Ca. sint

Dan penyelesaian khusus bentuk tak homogen :

2 o
szg.et

) 2
X = Cret+ Coel+ Cscost+Casint + g.eZt

Mencariy :
Substitusikan x ke persamaan (ii) :
(D?+2)y+x=0

(D?+2)y=—Cret—Core'—Cscost—Ca sint— %.e”

1 _ : 2
y=-— {Cl.e t4C,et +C3.cost+C4.S|nt+—.e2t}
D +2 5

Bila dioperasikan akan memberi hasil :
1 4+ 1 t : 1 2t
=-——-C,e —=Cye —Cjy.cost—Cy.sint——.e
y 3t 372 3 4 15
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Sehingga primitif PD tersebut adalah :

X=Cr.et+ Coel+ Cacost+Cs sint + E.e2t
1 4+ 1 t . 1 5
=-=-C,e " —=C,e —C,.cost—C,.5iInNt——e
y 3t 3 2 3 4 15

Mengingat syarat awal bahwa untukt =0, makax =y =1dan Dx =Dy =0
1 1 1

t=0 =--C,—-=C,-C,—-——=1 a
y 3-17 372 3715 (a)
2

X:C]_+C2+C3+g:1 (b)

1 1 2
t=0 Dy=-C;-=-C,-C,—-—=0 c
y 3 32 4775 (c)

4
Dx:—C1+C2+C4+g:O (d)

Dari persamaan (a), (b), (c), (d), maka dapat disusun suatu persamaan linear

dengan empat perubah, dan bila kita susun dalam bentuk matriks :

6/
-1 0|C 45
}/ }/ 1 0|Cy|_ %
y y 0 -1 Cs| | Hs

0 1]Cy _%

Bila diselesaikan maka akan memberikan harga — harga :

7 3 19 1
Ci= — Co=— Cs=—— Ci= =
Ty Ty T 10 75
Sehingga primitif PD Simultan dengan syarat awal tersebut adalah :
y= et et B nst—Laing - Lot
12 4 10 5 15
x=leti3et _Bcosti Laints 2e2
4 4 10 5 5
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4. Tentukan primitif dari PD Simultan yang diberikan berikut ini :
(D-1)x + Dy =2t+1
(2D +1)x+2Dy=t

Mencari X :
2t+1 D
“ = t 2D _ 2D(2t+1)-Dt
(D-1) D -3D
(2D+1) 2D
3Dt+2D 3t+2
X = = , atau
-3D -3
x=—t—2
3
Mencariy :

Substitusikan x ke persamaan (1) :
(D-1)x+Dy=2t+1

(D-1)( —t—%) +Dy=2t+1
Bila dioperasikan akan diperoleh :
4
Dy=t+—
Y 3

4 1., 4
= |(t+)dt==t“+—=t+C
Y I( 3) 2 3

Dan primitif PD Simultan tersebut adalah :

5. Tentukan primitif dari PD Simultan berikut :
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—+—=+y=1
gt dt (1)
d—X—%+2x+z:1 (i)
dt d

z—¥+g—:+y+22:0 (1)

Dengan menggunakan operator D, serta mengumpulkan suku — sukunya

persamaan di atas dapat pula kita tulis sebagai berikut :

Dx +(D+1)y =1 ... (1La)
(D+2)x -(D-1)z=1 ... (ila)
(D+1)y+(D+2)z=0 ... (iii.a)
Mencari z :
D D+1 1
D+2 0 1
S 0 D+1 0 _ 2(D+1)
D D+1 0 —(5D+4)(D+1)

D+2 0 -D+
0 D+1 D+2

= , atau
5D+4
(5D+4)z=-2
5Dz +4z=-2
dz 4 2
— -7 =——
dt 5 5

Merupakan PD Linear ordo satu, dan bila diselesaikan akan memberikan :

4

z:—£+C1.e :

Mencari X :
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1 D+1 0
1 0 -D+
« 0 D+1 D+2 __ —3(b+]
D D+1 0 - (5D +4)(D+1)
D+2 0 -D+
0 D+1 D+2
x:5D+4,atau
(5D +4)x=3
5Dx +4x =3
dx 4 3
a5 s

Merupakan PD Linear ordo satu, dan memberikan primitif :

4
X==+C,e °

Mencariy :

Untuk mencari y ada beberapa cara, namun di sini akan kita substitusikan z ke
persamaan ( iii.a)

(D+1)y+(D+2)z=0

(D+1)y=-(D+2)z

4
(D+1)y=-(D+2)(~Z+Cre ©)

4
St
(D+1)y= 1—%(:1.«3 5

Dan akan diperoleh :

4
—t
y=1-6.C,e 5 +Cze™"

Dengan demikian primitif PD Simultan di atas adalah :
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4
—t
y=1-6C,e 5 +Cze™"

4

z:—£+C1.e :
2

Latihan:
Tentukan primitif dari PD Simultan yang diberikan berikut ini:

1. —+ty=

3. Z—f—(l—t)x—ety—(sint)z=1

d
d—}tJ—Bx—ty—(cost)Z:teZt
dz
E—Z =0
ax 4y _ it
4. 3dt+7dt+34x+38y—e
4dx+9dy+4—4— +49y =t
dt dt X Y=
2
5, X _3x—4y =0
d?y
—Z 4 =0
it x +y
d?x
6. — —3x—-4y+3 =0
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10.

d2y+ +y+5=0
dt x y -

d2x _ t
= T dx+y=te
d?y

—~ 4+ y —2x =sin?t
a Y

dx
E+2x—3y =t

dy
— —3x+2y = te*
It X+ 2y e
d?x dy ¢
—2 = —x= etcost
dt dt
d?y dx
—+2— —y = etsint
ac Tcar Y T €

w aTx Y0
d’y dy dx
at ac a T*°0
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BAB VII

PD LINEAR DENGAN KOEFISIEN FUNGSI
BERBENTUK KHUSUS

Persamaan Diferensial yang akan dibahas dalam bab ini merupakan PD Linear ordo
tinggi, namun dengan koefisien suatu fungsi yang berbentuk khusus. Ada dua macam PD
yang akan dibahas di sini, yakni PD Cauchy dan PD Legendre.

7.1. PD Cauchy
Bentuk umum dari PD Cauchy ini adalah sebagai berikut :

n-1
+P1.x“‘1.d—y+ ...... +P, X dy+Pn Y =Q(x) (7.1)

d"y
n
Po.x N1 1. &

“dx" dx

Dimana Po # 0

Penyelesaiannya dengan melakukan substitusi
X =¢° (7.2)

Dari (7.2) memberikan pula :

dz 1

z=Inx dan —== (7.3)
dx X
Dengan menggunakan aturan rantai :
dy _dy dz_dy 1 (7.0
dx dz dx dz x
Dari (7.4) dapat diperoleh :
Iy _dy (7.5)

dx dz
Dengan menggunakan simbol dd_x =D dan dd_z = 9P, maka (7.5) dapat ditulis :

x.Dy = Dy (7.6)

dy,

Bagaimana dengan bentuk 02
X
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d%y

dy 1
7 =DOY)=D(

dz ' x
_dy dil 1 ddy
dz dx x x dx dz

(7.7)

_Lldy 1dy
x2 dz = x2 dx?
Atau dapat dituliskan pula :

XDy = (D*-D)y=D(D-1)y (7.8)

Demikian seterusnya hingga dapat diperumum sebagai berikut :
XD'y=2(92-1)(D-2)...(D-r+1)y (7.9)

Dan PD semula pada (7.1) menjadi :

PoD@D-1)..(D—n+1)y+..... + Pn1.9y + Pny = Q(€?)
(7.10)
PD pada (7.10) dapat dikenali sebagai PD Linear ordo tinggi dengan koefisien
konstan.
Contoh :

1. Tentukan primitif dari PD :
(x*D3+3x?D?-2xD+2)y=0
Substitusikan x = €%, PD dapat diubah menjadi :

x3D3y =(D-3D*+29)y
3x°D%y = (39*-3D)y
— 2xXDy = - 29y
2y = 2y

(D-3D+2)y=0

Maka primitif PD tersebut adalah :
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y=C1.e? + Cp.z.e? + C3.6%
Substitusikan z = In x, dan diperoleh :

y = C1.X+ Cox.In X + Ca.x2

2. Tentukan primitif PD berikut :
(x°D3 + 2xD — 2 )y = X%In x + 3x
Substitusikan x = e?, PD dapat diubah menjadi :

x3D3y =(D*-3D°+29)y
2xDy = 29y
— 2y = — 2y

+
(DPP-3D>+4D—2)y=e%7+ 3¢?

Bila diselesaikan akan memberi primitif :

y=Cre?+e*(Cacosz+ Cssinz) + Y% z.e¥ —e?? + 3z.¢?
Substitusikan z = In x, akan mendapat :

y = C1.X + X.( C2 cos(In x) + Cs sin(Inx)) + % x%.In x — x? + 3.x.In x

3. Tentukan primitif PD berikut :
(x?D? - xD + 4)y = cos(In x) + x.sin(In x)

Substitusikan x = €%, PD dapat dirubah menjadi :

x?D%y = (D*-D)y
— XDy = -Dy
4y = 4y

+
(D*-2D +4)y=cosz+esinz
Dan dapat ditemukan bahwa primitif PD adalah :

y =e’ {Cl.cosz 3+C,.sin z\/§}+ 3 cosz—2sinz+1e?sinz
13 13 2

Selanjutnya dapat disubstitusikan z = In x
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Latihan:

Tentukan primitif PD berikut :
x?D?—-2xD—-4y=0
x2D?—-9xD—-20y=0
4x2D*+8xD + y=0
x3D3+5x2D*+7xD+8y =0
x*D*+6x3D% +9x2D?+3xD+ y =0
x2D? +10x D + 8y = x?

x?D? —-3xD+ 13y =4+ 3x
x2D? —3x D+ 3y = 2x*e*

© © N o g &~ wDdhdRE

x?D?—xD+y=Inx
10. x3D3—-3x2D?+6xD—6y =3 +Inx
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7.2. PD Legendre
Bentuk umum PD Legendre adalah :

Po.(ax+b)" .Z)Z]—Z+P1.(ax+b)”—1.i%+ ...... + Pn_l.(ax+b).%+Pn y=0(x)
(7.10)
Untuk menyelesaikannya maka kita substitusikan :
(ax+b)=¢? (7.11)
Dan akan diperoleh pula :
z = In (ax +b) (7.12)
Dengan cara yang sama seperti PD Cauchy, akan diperoleh hubungan :
(ax+b)"=a"D(D - 1)(D -2).....( D —n+]1) (7.13)
Contoh :
1. Tentukan primitif PD berikut ini :
(x+2)zjxi32/—(x+2)g—§+y=3x+4

Substitusikan : (x +2 ) = €?
PD dapat dirubah menjadi :
(x+2)DYy =(D°-D)y
- (x+2)Dy - Dy
y = y

+
(D29 +1)y=3e?-2

Dan bila diselesaikan akan memberikan primitif :
Y =Cre?+ Cpz.e? + g 22?2
Dengan mengingat ( X + 2 ) = e* serta z = In (x +2), maka primitif PD adalah :

Y = Co.(x+2) + Co.(x+2)In (x+2) + g (x+2)2In2(x+2) — 2
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2. Tentukan primitifnya :
{(3x+2)D?+3(3x+2)D-36}y=3x+4x +1
Dengan susbtitusi ( 3x + 2 ) = €%, maka PD dapat dirubah menjadi :
(3x+2)?D% =(99%-99 )y
3(3x+2)Dy= 99y
-36y = -36y

+
2 — 1 2z
(99°-36)y= g(e -1
Dan primitifnya dapat ditemukan :

y=Cr.e?+Coe %+ Lo, 1
108 108

Susbstitusikan e* = (3x + 2 ) sertaz =In (3x +2)

1 1
=CL(BX+2)2+Co(Bx—2)2+ —(3x+2)%In(3x +2) + —
y = Cu.( )7+ Ca.( ) 108( )< In( )108

Latihan
Tentukan primitif PD berikut ini :
1. (x+2)?D?*+(x+2)D+y=0
2. (x—4)’D?—-5(x—-4)D+9y=0
3. (x+2)?°D?—(x+2)D+y=5x+6
4, 2x+1)?D?*-22x+1)D—-12y=6x
5. (x+1)2D*+(x+1)D=2x+3)2x+4)
6. B3x+2)2D?—-33Bx+2)D—-36y=3x*+4x+1
7. (4x+1)?D*+2(4x+1)D+y=2x+1
8. (2x+5)?2D?—-6(2x+5)D + 8y =5log(2x+5)
9. (x+1)?D?*+ (x+1)D—y=2loglx+ 1)+ (x—1)
10. (2x + 1)2 D% 4+ 2(2x + 1)D + 4y = 4sin(2log(2x + 1))
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BAB VIII

TRAYEKTORI ORTHOGONAL

8.1. Definisi

Grafik solusi persamaan diferensial biasa sering disebut pula sebagai trayektori.
Dalam ilmu Fisika ( listrik statik ) : garis gaya dan potensial merupakan dua sistem kurva
yang saling berpotongan tegak lurus
Dalam mekanika fluida : kurva arus dan kurva potensial juga dua sistem kurva yang
berpotongan tegak lurus
Kedua sistem kurva ini dipandang sebagai solusi dua persamaan diferensial, di mana yang

satu memotong tegak lurus trayektori yang lain, sehingga disebut trayektori orthogonal.

Garis gaya

/Garis ekuipotensial

Gb. 8.1 Garis gaya dan ekuipotensial dalam listrik statik

Dalam gambar 8.1 diperlihatkan garis gaya listrik ( merupakan trayektori suatu PD,
misal T1 ), dan garis ekuipotensial ( trayektori PD lain, misal T2 ). T1 dan T> merupakan
dua sistem kurva yang saling memotong tegak lurus. Sehingga dapat dikatakan bahwa T

adalah trayektori orthogonal dari T», atau T adalah trayektori orthogonal dari T,

8.2. Menentukan Trayektori Orthogonal Suatu Sistem Kurva
Untuk menentukan trayektori orthogonal suatu sistem kurva f(x,y,c) = 0, dapat
ditempuh langkah — langkah berikut :
1. Tentukan PD terkait dari f(x,y,c)
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2. Dari PD terkait tersebut gantilah dy dengan _j_x
y

dx

3. Cari primitif dari PD tersebut misal g(x,y,k) =0
4. Maka g(x,y,k) =0, adalah trayektori orthogonal dari f(x,y,c) = 0

Contoh :
1. Diberikan sistem kurva : xy = C
Cari PD terkait :

dy
X.—+y=0
dx y

Ganti dy dengan _d_x, sehingga diperoleh :
dx dy

- x.3—§ +y =0, dan primitif PD ini dengan mudah dapat dicari yaitu :

x?-y?=K  — merupakan trayektori orthogonal dari xy = C
2. Diberikan sistem kurva :

x? + 2y? = C, tentukan trayektori orthogonalnya !
Cari PD terkait, yakni :

2X + 4yd—y =0
dx
Ganti dy dengan _d_x, sehingga diperoleh :
dx dy
2X — 4yd—X =0
dy

Dan primitif PD tersebut adalah :

y? = K.x* — merupakan trayektori orthogonal dari x? + 2y? = C

3. Tentukan trayektori orthogonal dari
y=C.e?
Cari PD terkait yakni :
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dy
—+2y=0
dx y

Ganti ay dengan _d_x, sehingga diperoleh :
dx dy

dx
-—+2y=0
dy y

Dan primitifnya : y> —x = C — trayektori orthogonal dari y = C.e~>*

120



DAFTAR PUSTAKA

1. Earl D Rainville, Phillip E Bedient and Richard E Bedient, Elementary
Differential Equations, Eight Edition, Prentice Hall International Inc., 1997

2. Edwin J Purcell, Calculus With Analytic Geometry, 3™ edition, Prentice Hall
International Inc., 1978

3. Erwin Kreyszig, Advanced Engineering Mathematics, Sixth Edition, John Wiley
& Sons, 1988

4. Frank Ayres Jr., PhD., Theory and Problems of Calculus, 2™ Edition, Schaum
Outline Series

5. Garret Birkhoff and Giancarlo Rota, Ordinary Differential Equations, Fourth
Edition, John Wiley & Sons, 1988]

6. H.M. Hasyim Baisuni, Kalkulus, Penerbit Universitas Indonesia, 1986

7. Paul Bugl, Differential Equations, Matrices and Models, Prentice Hall
International Inc., 1995

8. Catatan Kuliah Matematika 111 (Drs. H Haryono)

9. Catatan Kuliah Matematika Rekayasa Il (Prof. Dr. M Ansjar)

121





